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experiencia adquirida en la docencia universitaria y con las sugerencias brindadas por 
los colegas del área de matemáticas de las diversas universidades de la capital.

El libro empieza con el estudio de las funciones seccionalmente continuas y de 
orden exponencial, la Transformada de Laplace y sus propiedades, las funciones 
especiales, la transformada inversa y concluye con las aplicaciones en la solución de las 
ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones diferenciales.

La lectura del presente trabajo, requiere de un adecuado conocimiento del 
Cálculo Diferencial e Integral y de las Series de Potencias.

Deseo expresar mi más profundo agradecimiento a mis colegas por sus 
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CAPITULO I

1. CO NCEPTOS BÁSICOS.

1.1 Introducción.- En el cálculo elemental se estudió la derivación e
integración los cuales gozan de la operación de

linealidad, es decir:

~ r [ af  (*) + /%?(*)] = a  4 - f ( x ) + P 4~  g(x )dx dx dx

J [ccf'(x) + /3g(x)]dx = a  J f ( x )d x  + / f j  g(x)dx

donde a  y p son constantes reales arbitrarías.

La integral definida de una suma también goza de la operación de linealidad, es 
decir: __________________________ _______________

J |  a f  {x) + Pg(x)]dx = a j f ( x ) d x  + p j  g(x)dx

La operación de linealidad de la derivación e integración transforman 
esencialmente una función en otra expresión por ejemplo:

— x i = 3 x 2 , f x*dx = ^— +c , f x*dx = 4 .
dx J 4 Jo

nosotros estamos interesados en una integral impropia que transforma una función 
F(t) en otra función de parámetro s, al cual se le llamará Transformada de Laplace, 
es decir, que la transformada de Laplace es una operación que transforma una 
función F(t) en otra función de parámetro s.
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1.2 Definición.- Sea F: [O ,00 >  —»R, una función definida para t > O,
entonces a la función f  definida por:

f+CO f/)
/ (.v) = I e “ F(t)dt = lim e s,F(t)dtJO ¿J—>+goJo

Se llama transformada de Laplace de F, siempre que el límite exista. 
Simbólicamente a la transformada de Laplace de F se denota por: L{F(t ) \ , es 
decir:

f+GO
L{F’(0 } = | e s'F(t)dt  = f ( s )

Ejemplo.- Calcular L{F(t)}, donde F(t) = t

Solución

J>+co /. • j  fh 1( ¡ sí ,, sl L
e~s'F(t)dt = í e s't dt = lim [ e~s' td t=  lim (-------------- —) /

0 J o  b~>+ op Jo  h~*+fx> s  O

= lim [( -
be - s b  „ - s b i i

¿>_»+co - ) -  (O — - ) ]  = o - o + —  = —
$ S

Z{r} = — , para s > 0.
.v

Observación.- El uso del símbolo de lim F ( t ) f h vamos a reemplazar por la
b~*+a>

#+«>
notación F (x ) / 0 , es decir:

p+oo
L{t} = te " d i  = ( -

t € e /+oo 1
s s2 1 0 s

/ + 00 I
>/o = ~ J ' y>0

Entendiéndose que en el límite superior, cuando t -*  +00, e s! —> 0, para s > 0.



1.3 Condiciones Suficientes para la Existencia de L {F{t)\ .-

La integral impropia que define la Traasformada de Laplace no necesariamente
1 t2converge, por ejemplo; ni L{—} m L{e } existen.

Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L{F(t)} son que F(t) 
sea continua por tramos o seccionalmente continua para t > 0 y además que sea de 
orden exponencial para t > T.

1.4 Funciones Continuas por Tramos o Seccionalmente Continuas.

Definición.- La función F: [a,b] -» R, es continua por tramos o seccionalmente 
continua en [a,b] s i :

i. Existen puntos en [a,b] tal que: a -  ¡o -  h ^ t2 <...< t„ = b , donde F es
continua en cada subintervalo t,.< í < t M  para i = 0, 1,2,..., n, salvo en 
dichos puntos.

ii. En cada punto /. e [a,ó] existen los límites F ( t ¡ ) = lim F(t¡ + h),
*-»o+

b'Ui)= lim F ( t ¡ - h ) .
h~* 0~
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Observación.- Consideremos una función F: [a,b] —> R seccionalmente continua.

A la diferencia F(t¡ ) -  F(t¡ ) = A se llama magnitud del salto de la 
función en el punto t f .

Ejemplo.- La función F(t)  = [|í|] es continua por tramos en [0,4].

S i t e  [0,1> => F(t) = 0 

t e  [1,2> => F(t) = 1 

t e [2,3> => F(t) = 2 

t e [3,4> => F(t) = 3 

para t = 4 => F(t) = 4

0 si 0 < í <  1

La función F(t) = r2 si l < i <2
0 si t > 2

Solución
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F(tU

4

1

—  ¿ ¿>
O 1 2 t

F (l )=  lim F ( l - h ) =  lim 0 = 0 ; F’(l+) = lim F{\ + h) = lim(l  + h)2 = l
i-» i>  a - » o a ->o+ a—>o+

F (2 ~ ) = lim F ( 2 - h ) =  lim ( 2 - h ) 2 = 4  ; F{ 2+)=  lim F{2 + h) = lim 0 = 0
A -»0“ A-» 0 '  A -»0+ A—>o+

además F(t) es continua V t e  <0,oo> salvo en t = 1,2. Luego F(t) es una función 
continua por tramos en <0,oo>.

Observación.- Toda función continua en [a,b] es continua por tramos en [a,b].

Ejemplo.- Determinar si la función F(t) = ln(/2 + 1) es continua por tramos en

La función F(t) = ln(/2 +1) es continua V t e  R, en particular es continua, 
V t ¿  0 entonces F(t) = ln(/2 +1), es continua por tramos en [0,+oo>.

[0,CO>.

Solución

Solución
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F(2+)=  lim F(2+A) = lim A ± l  = +*,
h-,0* A->0* h

4 - h
F(2~ ) = lim F ( 2 - h )  = lim

A-»(T A-*0“ -A

continua por tramos.

Observaclón.-

1. Si F es una función continua por tramos en [a,b], entonces dicha función es
l-b

integrable en [a,b] es decir: 3 f F(t)dt
Ja

En efecto: como F es continua por tramos en [a,b], con discontinuidad en 
 í„ y posiblemente en a,b.

f*Entonces a la integral F ( t ) d t , se define como:
J a

fb ftfí-h ft,-h fh-h
I F(t)dt  = l im[\ F( í )d t+  I F(t)dt+...+ \ F{t)dt \
Ja h—>0~a+h Jt„+h J/.+A

f*como este limite siempre existe, entonces 3 F(t)dt
Ja
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2. Si F y G son dos funciones continuas por tramos en [a,b], entonces el producto 
también es continua por tramos en [a,b], (Probar: queda como ejercicio).

1.5 Funciones de Orden Exponencial.-

Definirión.- La función F: [0,+oo> -»  R, es de orden exponencial si existen
constantes c > 0 y a  tal que |F (í)| á  c e a ' , V t > 0.

Ejemplo.- Toda función constante es de orden exponencial. En efecto:

Sea F una función constante => 3 c > 0 tal que (Ffí)) < c , V t > 0 entonces 

\F ( t ) \ úceot .

Es decir que F es de orden exponencial haciendo a  = 0.

Ejemplo.- Determinar si la función F(t)  = eat cosb t , es de orden exponencial.

Solución

Como |cosf>/| < 1, V t > 0 entonces e“'|cosdí| <eal, V t > 0 de donde

jeM cosór| < eat => |F (í)| < eM .

Luego F(t)  = em eos bt es de orden exponencial tomando c = 1 y a  = a.

7



Propiedades.-

1. Si F: [0,+oo> —> R es una función seccionalmente continua en [0,+oo>, entonces:

I) La función F es de orden exponencial siempre que existe a  e R tal que 

lim —t j t  = 0 .

F(t)
ii) La función F no es de orden exponencial si: lim — — = oo ./ * f £•

Ejemplo.- Determinar si la función F(t) = t n es de orden exponencial para « e Z ,  
V t > 0.

Solución

FU) t" 
lim ——  = l i m p ican d o  la regla de L’Hospital
/ >oo (>

t" n(n- \ ) (n-2) . . .2 . \  1 n! 1 «!
= lim —-  = ------------------------ lim —-  = —— lim —— = —— (0) = 0, Va > 0

i e a "  I a " < ^ e ca a "

por lo tanto F(t) = / " es de orden exponencial V/ > 0

.2
Ejemplo.- Determinar si la función F(t) = e es de orden exponencial.

Solución

FU) e' 2 ,
lim ——  = lim = lim e = +oo
f —>00 C /—FOT1 € /—>QC*

Luego la función F(t) no es de orden exponencial.

2. Si F,  G: [0, oo >—> R , son dos funciones de orden exponencial, entonces el producto
de F y G son de orden exponencial.
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En efecto:

Como F y G son de orden exponencial => e x is ten a ,,a2,y  c¡,c2 > 0 , tal que: 

|F(r)| < c¡eai' y  |G(f)| < c2e ai' ,V t > 0  

|F (/).G (/)| = |F(i)||G(r)| < cxea' ' .c2e a2'

= q  .c2e(ctl+CÍ2)'Vt  > 0, entonces |F(í).G(í)¡ < em, entonces F (t). G(t) es de orden 
exponencial.

3. Si F, G:[0,ao >—> R son dos (unciones de orden exponencial, entonces la suma de 
F y G es de orden exponencial.

(Queda como ejercicio para el lector).

Ejemplo.- Demostrar que la función / (í) = t" senkt es continua por tramos y de 
orden exponencial en [0,+oo >.

Solución

Sea f ( t )  = / , ( / ) . f 2(t) = t ” senkt, donde / , ( ; )  = / ”, / 2(/) = sento, la fiinción 

es continua V i e R,  en particular / ’,( /)  = / ” es continua en [0,+oo> 
por lo tanto f x (t) = t" es continua por tramos (por la propiedad que toda función 
continua en [a,ó]es continua por tramos en [a, ó ]).

La función f 2(t) = sen k t , es continua V / g 7?, en particular es continua en 
[0,+ o o  >, por lo tanto f 2(l) =  sen kt es continua por tramos.

Entonces como f ¡(t) = t" y / , ( / )  = scn/:í son continuas por tramos entonces 

f ( t )  = t " sen kt es continua por tramos ahora demostraremos que / ,  (t) = i "es de 
orden exponencial; para esto demostraremos que:

f x(t) t n n\
l im——  = 0 , es decir: lim = l im— = 0 , entonces / j  (t) = t es de 
/ —>«> e t-*a> e /-►® a e
orden exponencial.

9



Ahora demostraremos que f 2(t) = sen kt es de orden exponencial, para esto 

existen c y a , tal que | / 2 (<)| -  ceCU > pem (sen kt\ ¿  1 de donde | f 2 f/ )| < 1 = le01 
tomando c = 1 , a = 0 se tiene que f 2(t) = sen Ai es de orden exponencial por lo 

tanto como f l (t) = t ” y f 2(t) = sen Ai son de orden exponencial, entonces: 

f ( t )  = t ” .sen Ai es de orden exponencial.

1.6 T e o re m a .-  Si la función F: [0,+oo > -» /? , es seccionalmente continua y de 
orden exponencial a  entonces 3 /(.«) = L{F(t)}, V s > a  .

Demostración

Por hipótesis se tiene que F(t) es de orden exponencial a  = > 3A /> 0 , tal que 

\F(t ) \<Mew , V t > 0 .  Además por propiedad |J  F(t)dt  | < ( V ( ' ) k '  y

f+áo pa
L{F(t)\  = e s'F(t)dt = lim e '’F ( t )d t .Jo «->« Jo

Luego |e_,,F (/)| = e W|F (/) |<  M e  sr.em, V t> 0  puestoque 

|F(/)|:£ M e M , V t^ O

Es decir: |e ''F (i)J < Me~is~aV ,V t >0, a esta desigualdad integramos de 0 hasta a.

r í e ~s,F(t)\dt< Me~U a)1dt = - —— e -{s-a)' / *
Jo 1 1 Jo s - a  ¡ o

j ‘ \e' s,F(t)\dt < ~ J ~ ( e  (s~a)a ~ 1)

Ahora tomamos límite cuando a -> +oo

t a i i M  jl/
lim \e slF(t)\dt < - ------  lim (e‘ (! a)fl - 1) = -------

íi—>+oc)Jo S — OL t*-*+oo S CC
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J0 \e s<F(t)dt\ - 7 r ¿ '  s > “

<•+00  ̂ -+!» 
por lo tanto e a F{t)dt es convergente, entonces existe I e st F(t)dt  esto 

Jo Jo
quiere decir que:

3 L{F(t)} = f(s)

Observación.-

1) Si F: [0,oo> —> R es una función continua por tramos y de orden exponencial, se 
llama función de clase A.

2) Si F: [0,+oo> R es una función de clase A entonces 3 L{F(t)}.

3) Si 3 L{F(t)} =f> que F sea una función de clase A.

1.7 Teorema.- Sea F(t) una función continua por partes para t > 0 y de orden 
exponencial para t > T; entonces lim L{F(t)} = 0

S—>a>

Demostración

Como F(t) es continua por partes en 0 < t < (T, es necesariamente acotada en este 
intervalo.

' < t < It ,

\F( t ) \<Ml = M xe 0t, además \F { t ' \<M 1e x

para t > T. Si M denota el máximo de { M x, M 1} y c, el máximo {0,A,} entonces

i»oo foo e~(s~c)t /°° M
|z,{/^(í)}| ^ Jo e s,\F(tÍ\dt < A/Jn e a .ec‘dt Ú - M  j  = — paras > c

\L{F(t)}\ < ^  para s > c, Cuando s -> oo tenemos que:
s - c

|¿{F(f)}| -»  O y por lo tanto lim L{F(t)} = O



1.8 Transformada de Laplace de algunas Funciones Elementales.

Encontrar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones.

1) F(t)  = e b
Solución

Aplicando la definición de Transformada de Laplace 

f ( s )  = L{F(t)} = L{ek' } = Jo ° V "  . eh dt = =

„ ( .í k)[ Ir-fe U /oo , .
= -  —  /  = ----- — (0 - 1) = —-—

s - k  / o s - k  s - k
para s > k

por lo tanto f ( s )  = L{eh } = —-— para s > k
s - k

Observación.- Cuando k = 0 se tiene:

f ( s )  = ¿{1} = — para s > 0. 
s

2) F(t)  = í"
Solución

-+oo
f { s )  = L(F(t)} = /,{/” } = J^ e~1,t "dt ,  integrando por partes se tiene:

u = t
\dv = e~s,dt

du = nt" ldt

e~"
s

f+oo t ne st / +0° n f+K> ,
/ ( í ) = |  e~a t ndt =  --------- /  + - Í  e~s' t dt

Jo s /  o í  Jo

para s > 0, n > 0, t ne~s( -> 0 , cuando t -> +oo, luego se tiene:

12



f ( s ) = - [ +!re rS,t a~1d t = - L { t n~1} . . . (o)
S  "O s

siguiendo el mismo proceso se llega a que:

¿{/"~(" } = L{t} = — Z,{r0} = -!r-, puesto que ¿{1} = —, que reemplazando en
.r2

n w — 1 1 1 «!
(a) se tiene: / (.v) = —.

s s s s Sn+I

f ( s )  = L{in} = - ^ r  ,s i s > 0

3) F(t) = sen at

Solución

f+aq
f ( s )  = ¿{sena/} = I e st sen ai d t , integrando por partes.

Jo

, .v. sen a / + a eos a/ / +® „
f { s )  = e ' (     ) /  , para s > Q, e? -> 0 , cuando t —> +«o,

s + a  /  o

a
entonces: f ( s )  = ¿{sen at} = —-------   , si s > 0

s + a

4) F(t) = cosat
Solución

En forma similar que la función anterior.

/  (.y) = ¿{cosa/} = e~sl eos at dt = — — - ,  si s > 0 
Jo s + a

a
Es decir: f ( s )  = ¿{cosa/} = — -  , si s > 0

s + a

13



Tabla de Transformada de Laplace de algunas Funciones 
Elementales.

F(t) L{F(t)} = fts)
k

s
t n n\

— r> s>0
í "+1

e at 1
------ , s > a
s - a

sen at a
^ ^ • 5 > 0

eos at
2 2 ’ S>0  s +a

senh at
7 V ' s > la ls —a

cosh at
2 2 ’ S > la ls - a

ebr sen at a
(s - b ) 2 +a2

ebt eos at s - b  
( s - b ) 2 + a 2

eb‘ senh a/ a
( s - b ) 2 - a 2

ebl cosh at s - b  
( s - b ) 2 - a 2

Ejemplos.- Calcular L{F(t)} donde F(t) es dado:

1) F(t) = í 4
Solución

4 4! 24
L{F(t)} = L{t4} = — = —

s s

14



2) /<’(/) = sen 20/
Solución

L{F(t)) = ¿{sen 20í} = 2-" - 
s +400

3) F(t)  = eos2 4r
Solución

L{F(t)\  = ¿{eos2 4t] = = i ( i + _ _ Í _ )
2 2 ,v ,r +64

4) F (/) = sen «  eos ia
Solución

sen 2itt 1 /  2k  ■. ;r
L{F(í)} = ¿{senní.cosTif} = L{— -— } = - ( — f )  = — -

2 2 s + 4ji s 2 +4ji

5) F (r) = sen2 ;rf
Solución

, l - c o s 2;rí l 1 , 1  v ,
L{F(t)} = ¿{sen m) = L{   ■} = - ¿ { l - c o s 2 / r r } = - ( ------ ;— — r )

1 2 2 s s + 4 n

1.9 Propiedades de la Transformada de Laplace.-

a. Propiedad de Linealidad.-

Sean F,G: [0,oo> —» R, funciones continuas por tramos y de orden exponencial 
entonces:

L{aF(t) + pG(t)} = aL{F(t)} + PL{G(t)}

Demostración

Mediante la definición de Transformada se tiene:

15



f+c©
L{aF(t) + pG(t)} = Jfl e ” (aF (í) + PG(t))dt

Í+oo ' f+00
e~s F(t)dt + p  I e G(t)dt = a£{F(r)} +)8¿{G(í)}

i) o

I{aF(í) + )8G(r)} = ai{F(0} + ̂ {G(í)}

Ejemplo.- Calcular L{F(t)}, donde F(t)  = f2 + cos2f+ e3'

Solución

2 v 1
L{F(t )} = L{í2 + eos 2/ + e3' } = L{í2} + £{cos 2f} + £{e3' } = — + — — + ------

s s +4 .v-3

b. Primera Propiedad de Traslación.-

Si F: [0,+oo> -> R, es una función continua por tramos y de orden exponencial y 
si L{F(t)} = f(s) entonces para a *  0 se tiene.

L{ea,F{t)} = f ( s - a )  . s > a

Demostración

Mediante la definición de Transformada se tiene:

J»+00e~stF(t)dt  = f ( s )  entonces
o

f+OO f+uo
L{emF(t)} = e " . e MF(t)dt = e~(s~a)'F(t)dt  = f ( s - a )

*o »o

L{ea,F(t)} = f ( s - a )

16



Ejemplo.- Si F (í)  = / V ' .  Hallar L{F(t)}.

Solución

£{/3} = - j -  = " T  = / ( s ) ,  entonces: L{íV'} = / ( í - 4 )  = —
s .v ( í - 4 )4

.-. L { t V ' } =  6
( s -  4 )4

Ejemplo.- Si F(t) = e 'co s2 1. Hallar L{F(t)}

Solución

.V
Sea £{cos 2 í} = —5------- f ( s ) , entonces:

s + 4

L{e ' eos2/} = f ( s + 1) = -—

L{e ' cos2f) = -y

( s + i r + 4

j+ i
s  + 2s+5

c. Segunda Propiedad de Trasladón.-

Si F: [0,+a» —► R, es una función continua por tramos y de orden exponencial y;

í 0 , t < a
Si L{F(t)}=f(s) y G(f) = l entonces L{G(t)} = e asf (s )

{F ( t - a ) \  t> a

Demostración

Mediante la definición de transformada de Laplace



f+oo f ü  foo
L{G(f)} = e s,G(t)dt= \ e s'G(t)dt+ e s,G(t)dt 

Jo Jo Ja

f+«> ■ f+o©
= 0 + J e~ G{t)dt = J e a G(t)dt

a a

J*+c©
e" G{ t)dt

a

ahora calculamos la integral, haciendo la sustitución: 

u = t -  a => t = u + a => dt = du, reemplazando en la integral se tiene:

f+QO , , . f+CO
L{G(t)\  = Jfl e~ G(u+a)du = e e ,uF(u)du = e~asf ( s )

por lo tanto: L{G(t)} = é~asf  ( s ) .

í ( í - 2)2 , t> 2
Ejemplo.- Hallar L{F(t)} si F(t)  = 1

1 0 , t < 2

Solución

-2s

Sea £{r3í = 4  = / ( í ) = >  HF(t)}  = e lsf { s ) =  —
s s

6e 2í 
£{F(r){  = — 7

d. Propiedad del Cambio de Escala.

Sea F: [a,+oo> -»  R, una ñinción continua por tramos y de orden exponencial.

Si L\F(t)} = f ( s )  => L{F(at)} = - f ( s / a )
a

Demostración



Aplicando la definición de Transformada de Laplace.

f+OC>
L{F(at)}= \ e ‘"F{aí)dt , calculando la integral se tiene: 

Jn

u du
sea u = at => t = — => dt = —  

a a

J*+Qo 1 <»4QO 1 o
e "  F(at)rfí = -  | e~ F(u)du = -  / ’( - )

o a Jn a ' a

L{F(at)} =
a a

Ejemplo.- Hallar L{sen 7t}

Solución

Sea ¿{sen 7í} = —  = f  (,v), entonces
.r  +1

¿{sen7í} = i - / ( 4 ) = T ( ^ ~  )=  7
7 ^ 7 í 2 + 49

—  + 1  
49

7
¿(sen 7/} = -y —

s +49

1.10 Transformada de Laplace de la Multiplicación por Potencia 
de t".

Teorema.- Consideremos la fiinción f: [0,+oo> -+ R, continua por tramos y de 

orden exponencial, si L{F(t)} = f(s), entonces 

d n
L{tnF(t)} = (-1)" —  L{F(t)}, para s > 0. V n e Z + 

ds
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Demostración

f+QO
como L{F(t)}= f (s )  => f (v) = I é~s'F(t)dt

Jo

aplicando la regla de Leibnitz para la derivada bajo el signo de integración se 
tiene:

d d  f+’/ . f+<* d
- r f ( s )  = f ( s )  = —  J e s,F(t)dt = J — e F(t)dt
ds ds *o "'o dv..

f+oo

Jo

d
Es decir que: L{t F(t)} ------- f { s ) , se cumple para n = 1

ds

ahora generalizamos el teorema usando inducción matemática.

Suponiendo que el teorema es válido para n = h.

j h

Es decir: L{thF ( t ) } - ( - \ ) h—j f ( s ) , lo que es lo mismo.
ds

J e~s,t hF(t)dt  = ( - 1)* —j'/l-v ) , derivando por la regla de leibnitz se tiene: 
o ds

d  f+ce' ‘ h . d *+1

J*+ar> ^^+1
o W +1F(f)dí =

Luego como n = h el teorema es cierto, entonces el teorema es válido n = h + 1 
y como también es válido para n = 1, entonces se cumple para todo n e Z +, por 
lo tanto.

L{ínF(t)} = ( - l ) n ^ T L{F(t)} 
as
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Ejemplos.-
, 2- a 2

1) Demostrar que L{t cosa/} = —5-----x~T
(.v +a )

Solución

d d s r (s2 +a2)-s(2s)-,  a 2 - s 2
L{t eos at}   ¿ {c o sa ;}   ------(-5 5-) =  - [ --------5--- 5-5— 1  --------5 y t

ds ds s2 + a2 (s +a ) J (.y2 + « 2)2

.v2- a 2
Llt  eos ai] = —=-----

(s +a )

2) Hallar Z,{/(3sen2f -2cos2f)}

Solución

d d 6 2.9
Z,{í(3sen2í - 2 cos2í)} =  ¿{3sen2í - 2 cos2í} = - — (—5-----—5-------- )

ds ds s + 4  s +4

d ,2 .r-6 v 2(.y2 + 4 ) - (2.v- 6)2j 2s 2 +  8-4.y2 + 12.r 8+12.v-2.v2
2í 2 + 4  ( í2 + 4 )2 (s2 + 4 )2 ( í2 +4)

L{t(3 sen 2t -  2 cos2t)} = 8 + ^  ~ 2,S
(í  +4)

1.11 Transformada de Laplace de la División por “t”.

Teorema.- Consideremos una función F: [0,oo> —» R continua por tramos y de 

orden exponencial si L{F(t)} = ffs) entonces

F(t) f+0° L { - ± l } = \ f { u ) d u
t  J s

Demostración

F(t)
Consideremos G(t) = —-— de donde F(t) = t G(t) aplicando la Transformada de 

Laplace a ambos lados L{F(t)} = L{t G(t)} y por el teorema (1.10) se tiene:
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L{F{t)} = —— L{G{t)} de donde —  L{G(t)} = -L{F(t )}  = - f ( s ) , y se tiene 
a.v í/.y

L{G(t)} = -  f(s) ds integrando se tiene: L{G(t)\ = -  f / ( u)du = f f (u )du*00 Jí

Luego = f /(ü )d «
í J»

Observación.- La constante de integración se escoge de tal forma que ¡im g(s) = 0
5—>00

Ejemplo.-

e - «  - e - b l  s  +  h

i) Demostrar que: ¿{ } = ln(------ )
i s+a

Solución

L { e M - e h‘ ) = L{e“  } -  L{e h' > =  - J -  = f U )
s + a s+b

ahora aplicamos la Transformada de la división

e ~ at — e ~ ht r +°° 1 1
¿{-------------- }= i (—  l— )du =[\n(u + a ) - H u + b ) ] l

t Js u + a u+b ' s

. .u + a .or. ,Y+a s+b
= ln(----- - )  /  = 0 - ln(----- )  = ln(———)

u+b '* s+b s+a

r ,e  a' - e  h\  t , s + b , 
L{   } = ln( )

t í  + a

/-< i i . .c o s í - c o s h / ,2) Calcular:----¿{---------------- }

Solución

s
¿{cosí-cosh/}  = ¿{cosí}-  ¿{coshí} = ~ — “ — \—~ = f ( s )  

ahora aplicamos la Transformada de la división
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co sí-co sh  t r+® u u l , i , ,c,
H  j  ) - [  - I j

1 , M^+I /oo 1 , + 1 i .V2 — 1
■ I lnW / - i  H  *  2 7 7 í

r , eos r -  cosh i ,  1 , , í  -1
£{ } = -  ln(—,— -)

í 2 í +1

l - e '  + sen2í
3) Hallar ¿{------------------}

Solución

1 1 2
L { l - e  + sen2f} = ¿{1}- L{e } + I{sen 2 fíz = -----------+ —----- = / { s )

s í - 1  s +4

ahora aplicamos la Transformada de la división 

l - e '  + sen 2/ f+® 1 1 2
¿í-

+ sen2í f+® 1 1 2
  } = J ( - - - — - + - i— ~)du = [ ln w - ln (u -l)  +arctg
i »s u u — 1 u +4

U U ¡V > s í
= [ln(-------) + arctg—] /  = (Oh— ) — ln------ -a rc tg —

« - 1  2 /s 2 í- 1  2

K í -1  í
= — + ln  arctg—

2 í  2

, , 1- e '+ s e n 2r, n  , í -1  í
L{   } = —+ ln  arctg-

t 2 í  2

í - 1  2
= ln( ) + arctg(—)

í  í

23
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1.12 Transformada de Laplace de la Derivada.-

Los siguientes teoremas que se van ha estudiar, referentes a la Transformada de 
Laplace de la derivada se utilizan bastante en la resolución de las ecuaciones 
diferenciales.

a. Teorema.- Consideremos una función continua F: [0,oo> —> R y que F'(t )  sea 
continua por tramos y de orden exponencial en [0,oo> entonces :

L{F'{t)} = sL{F{t)}-F{0 +) , donde F{0+)=  lim F{t)
r - » 0 +

Demostración

Como F'(í )  es continua por tramos y de orden exponencial entonces por el 
teorema (1.6) existe L{F' (r)}, es decir:

[+CÓ
L{F'(t)} = e~a F'{ t )d t , integrando por partes.

\u = e a \du = - s e  " dt

\dv  = F' (t)dt  (v = F(t )

L{F'(t)} = e -s,F ( t ) / ^ + s ¡ +\ ~ s,F { t ) d t = 0 - F ( 0 +) + XL{F(t )\  

de donde:. L{F'  (/)} = s L{F{t)} - F ( 0 +)

Ejemplo.- Apliqúese una Transformada de Laplace a la ecuación diferencial.
dy ,,
— - 3 y  = e , sujeta a y (0) = 1. 
dx

Solución

Primeramente aplicamos la Transformada a ambos miembros de la ecuación 
diferencial

L Á - 3 L { y }  = L{e2‘ } 
at
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dv 2 / 1pero L{— }-= s L{y} -  y(0) y L{e }  ------- , por lo tanto
dt s — 2

s L { y } - y ( 0 ) - 3 L { y }  = '
s - 2

( s - 3 )L{y] - 1 = —-— de donde L{y] = ■ ^
■v- 2  ( s - 2 ) ( s - 3 )

b. Teorema.- Consideremos una función continua F ':[0,oo>-> R y que F" (t )  sea 
una función continua por tramos y de orden exponencial.

Entonces: L{F"(t)} = s 2L{F(t)}~ s F( 0 + ) -  F'  (0+)

Demostración

Como F" (t )  es continua por tramos y de orden exponencial entonces ppr el 
teorema (1.6) existe L{F"{t)},  es decir ahora aplicamos dos veces el teorema 
anterior (1.12 a.), para esto sea G(t) = F ’(t) => G'(t) = F' ' ( t)

L{F' ' (i)} = L{G' (Oí = s L{G(t) -  G( 0+)}

L{F"(t)} = s L{G(t)} - F ' ( 0 +) = s  L{F'(t)} -  F'  (0+)

= í ( í  L{F(t)} - F ( 0 +) ) - F ' ( 0 +) = s1L{F{t)} -  5 F(0+) -  F'  (0+)

/. I{F"(O } = v2I{ F (O } -5 /r(0+) - F '( 0 +)

Ejemplo.- Apliqúese una transformada a la ecuación diferencial 4y ' ' ( t )+y( t )  -  -2
1

sujeta y(0) = 0, y'(0 )=  —. 
2

Solución
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Primeramente aplicamos la transformada a ambos miembros de la ecuación 
diferencial.

AL{y"(t)} + L{y{t)} = L{ -  2}

As1L { y ( t ) } - A s ym -A y ' ( 0 )  + L{y(t)} = -  -

(4.v2 + l)Z ,{y(f)}-0-2  = dedonde (4x2 + l)/.{v(í)} = -
s ' s

¿{.v(0} = —(S~ ])
.v(4.v +1)

Generalizando.- Si F ín~l): [0,+oo>-» /?, es una fimción continua y que F ín)(t) es 
una función continua por tramos y de orden exponencial. Entonces:

I { F (',)(O} = s"¿{E’( / ) } - s n"1F (0 +) - 5 ^ 2F ’(0+)- .. .- s E ’("“2)(0+) - F (',- 1)(0+)

»-l
L{F(n) (t)} = .v" L{F(t)} -  £  .r”~ w  F (i) (0+)

1=0

Ejemplo.- Calcular L{t"} mediante la transformada de las derivadas.

Solución

L{D”tn} = L{n!} = — , de donde se tiene: 
s

—  = L { D y }  = s"L{tn} - s n~lF(0+) - s n l F' (0+) - . . . - F (h- ' \ 0 +)
s

—  = snL{ín} ~ 0 -0 - . . . - 0  , porlotanto: L{tn] = ■ n+1 p a ra s> 0
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1.13 Transformada de Laplace de Integrales.-

Teorema.- Consideremos una función F: [0,oo> —> R, continua por tramos 
y de orden exponencial, entonces:

Demostración

Primero demostraremos que f F(u)du es de orden exponencial, es decir, como FJa
es de orden exponencial => 3 a, c > 0, tal que: |F (/)| < cem , V t > 0

[F(u)du < f |F(i/)|í/« < c f  eaudu = — eau /  = — (ea t - e m ) < — em 
Ja Ja Ja Ct a CC OL

entonces í  F(u)du es de orden exponencial.
•"a

Por lo tanto 3 L{ í  F(u)du} es decir:
Ja

L{ í F(u)du) = í  e~s' (\F(u)du)dt  = lim í  e s‘ (¡  F(u)du)dt
Ja J 0 Ja /rt—>+<*>*0 Ja

integrando por partes.

w=  f F(u)du 
Ja

dv = e~a dt

dw = F(t)dt

v =-
— s

f' e f  !h 1 f  o „
L{\F(u)du}= lim [ -   F{u)du + -  e~5'F(t)dt]

Ja to —►■Poo S  Ja  '  0 S  »0

1 f° 1 f'" „
= — (0 - \ F ( u ) d u ) +  lim -  e~ F(t)dt

S  Ja tn—>+co S  J  0
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1 f° 1 f +“ 1 f+* -«■/ 1 f"
= -  F («)rfí/+ H  e~s,F{t)dt = - J  e F(t)dt  —  \ F{t)dt

S  * a  S  * 0  0

L {\ 'F (u )d u )  =  - ¿ { F ( f ) }  - -  f  > ( / ) / *
J o  í  .V J o

Observación.- Cuando a = 0 se tiene:

£{F (/)} = /(* )= >  = ^
Jo .1

/(■')

Generalizando.-

1 f"£{f f ... f  F(t/)rfW...¿u} = — ¿{F(í)}~ —  f >(»)<*/-
JO J a  Ja  g  ,y J o

n-1 veces
Cuando a = 0 se tiene:

Ejemplos.-

1) Hallar X í f f e " '  sen/rf/} 
Jo

Solución

t . . 1 r . d T, „ d  1 2s¿{sen/} =-5----- => ¿{/sen/} = ------ ¿{sen/}-  (-?---- ) =
j 2 + l ds ds s2 + l (s2 + I)2

2 s 2 ( s - a )
£{/sen/} = —5------r  => L{e /sen/} = --------- \------T ~ f (.y)

(.v2 + I)2 [ ( s - a )  +1]

£{J te"' sen tdt} -
f ( s )  2 ( s - a )

s .v [(í-a )2 + 1)]2
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Z,{£ t e “' senfdí} = -
.v[(.v-«r+i]

2) Hallar ¿{f2 J t sen t dt]

Solución

1 2 s
¿{senr} = —----  => L{t senf} = —  ̂ --

.v+1 (í +1)

ex l J íl 1 2.V 1
L{ t sen tdt)  = — ¿{sen f} —  t sen tdt  = — (—= z-) —  (eos 1 -  sen 1)

í  Í J 0 S  ( í  + 1 )  í

Cx 2L{\ t seatdt}  = —r------r
(í +1)

eosl -  sen l

d 2 t x d 2 2 c o s l-se n l
L l t2 f í s e n ídt} = (-1)2 — ^ L { \ t s e n t d t )  = — —(■ , , ,

Ji ds2 Xh  ds ( í + 1) í

d r 8s c o s l-se n l^  8(5.v2 — l) 2 (co sl-sen l)
=  T * ~ 7 1  ¡T 3"+  2 , 2 , . . 4  3ds ( í  + 1) í  (>v + 1) y

T, 2 ( x j ,  8(5y2 - l )  2 (co sl-sen l) L{t2 \ t  sen tdt} = — i  -------------
Ji (í +1) í

1.14 Aplicación de la Transformada de Laplace en la Evaluación 
de Integrales.-

Sea F: [0,+oo> -> R; una (unción continua por tramos y de orden exponencial, 
entonces.

Í+QO
e s F(t)dt = f ( s ) , tomando límite cuando s -+ 0,

se tiene:
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.V—>0 0 5—>0
lim J e 11 F(t )dt= lim f (s )

f+«
de donde ] F ( í ) d t = f ( 0 )  . . . ( * )

siempre que la integral sea convergente.

La expresión (*) es útil en la evaluación de integrales. 

Ejemplo.-

Aplicando la división en t y luego la definición ¿{sen bt} = ———  = f ( s )
s ¿ +b¿

-at

1) Evalúe la integral

Solución

h

sen bt r+a> 
L { - ¡ - }  = \ j ( u ) d u  = du = arctg— /  = — -  arctg-

b i s  2 b
u /+°t’ k  s

tomando límite cuando s - > a  se tiene:

[+x -« ssnht lim I e -------
i—>u ® t

71 s
dt = lim (— -  arctg—)

n s

Solución
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¿{sení} = ^yí— => ¿{rsení} = —— ¿{sen/} = —- ( - J — ) = —r — ^r  
s +1 ds ds r  + 1 ( í + 1)

2 s
L{t sen t } = —5 5-, ahora aplicamos la definición de transformada

(■v + 1 )

f+" . s, 2 s
J e t  sen tdt = —;----- r  , tomando límite cuando s -> 3  se tiene:
0 (s2 + 1)2

f+“3 _ a  2s
lim I e t sen tdt  = lim —5----- r-
J -» 3  0 s -> 3  ( . í  + 1 )

f «  _3( 6 3
I e t sen t dt = ----- = —
0 100 50

>cos6í-cos4r
3) Calcular la integral I ------------------dt

». t

Solución

Calculando la transformada de la función.

¿{eos 61 -  eos 4/} = 2 * — y~ 77 = f  (f )
s +36 s +16

ahora aplicamos la transformada de la división 

eos 61 -  cos4r r°° uco s6 í-co s4 í r™ u u
L{ 7 } = l  — —)dut k +36 m +16

1 •> 1 i t m 1 u2 +36 Ia
= [U n(u2 + 3 6 ) - l ln ( t /2 +16)] /  = - ln ( - ^ — - )

2 2 ' * 2 u +16 *

1 í  +36 1 .v +16
= 0 ——ln(—-------) = —ln(—------ )

2 s +16 2 s +36
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L{eos6t—cos4í^ _ J_ [n( |V_ + 16} t aplicando la definición de traasformada 
t 2 s + 36

cos6/-cos4< 1 s +16
 dt = —ln(—=— —), tomando límite cuando s -»  0, se tiene:
t 2 s +36

f+oc' cos6f-cos4f 1 .v +16 1 0+16 1 4 ,  2
lint l e   dt = -  lim ln(-= ) = - ln ( --------) = -  ln ( - )2 = l n -
*-><ro t 2 í-*o s2 + 36 2 0+36 2 6 3

í
’+oocos6í - cos4 í 2

 dt = ln(—)
" t 3

1.15 Ejercicios Desarrollados.-

1. Determinar cual de las siguientes funciones son continuas por parte.

») / ( ' )  =
2 ,  0<  í < 3 

4 , í £ 3

Solución

F(t)' k

4 T

1
I

— r  
■ h

0 3 t

como lim / ( / )  = 2
/-»r

lim f ( t )  = 4
r +3*

La función es continua por tramos .

b) /(/) =
í + 2 , 0<  r < 1

Solución
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F(t)f como lim f ( t )  = 3
4
3

2
1/2

0 1
♦l la función es continua por tramos .

c) f { t )  = e
Solución

, 2  ,2  
V t e R, f ( t )  = e es continua, en particular f ( t )  = e es continua en [0,rj>,
como toda función continua en un intervalo, dicha función es continua por tramos.

2) Determinar cual de las siguientes funciones son de orden exponencial,

a) f(t) = sen 5t
Solución

Como -1 <, sen 5t < 1 V t e  R entonces

jsen 5r| < 1 => |/(r)| á  ].e0' (donde c = 1, á  = 0)

por lo tanto la función f(t) = sen 5t es de orden exponencial.

5

Solución

5 5!
= lim —;—-  = 0 V a  > 0att -w ce e

Luego la función f ( t )  = t es de orden exponencial.

c) f(t) = sen h t
Solución
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senh/ e ‘ - e  ' e 2t -1
l im~    lim = lim _ («+I)r
/ —►of* £  /->oo /—k© ¿ e

l e 1' l
= lim— ,, (a+i)/ = lim ~GrT)77 -  = ° p a r a 1r~><*2( a + l ) e  /-*«• e ( a + 1)

por lo tanto f(t) = sen h t es de orden exponencial

3) Hallar ¿{eos2 at}
Solución

Corno eos2 at = — ( 1 + eos 2a l ) entonces

¿{eos2 at} = —¿{l + cos2a/} = — (— H—;—-— -)
2 2 * s + 4a

, 1 .V 1 .v2 + 2a 2
¿{eos at} = - ( - 2 2 + T> = 'T f2 , v + 4 a  ■* .v(.r+4a )

.v2 +a2
4) Demostrar que L{t cosh at} = —j----- j-jy

Solución

Aplicando la transformada de la multiplicación por t.

x d
¿{cosha/} = —-----   => ¿{/coshai} =  ¿{coshat}

x - a  dx

n .  u .i d i s x2 - a 2 -x(2x) x2 + a 2L{t cosh at} = (— ----- - )  = ----- — --------------=-— ----- —
dx s 2 - a 2 (x2 - a 2)2 (x2 - a  )

2 2

¿{/cosha/} =
(s2 - a 2)2
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5) Hallar ¿{-^*11}

Solución

e'-e"' 1 , , 1 í 1
¿{senh í} = L{ ^ — } = ±  L{e ' -  e~ '} = -  (— ------ -)  = / ( í )

2 2  2 í -1 í +1

Ahora aplicamos la transformada de la división.

senh / f +x> l i l i  /o»
L{— — H  - ( ------ 7 ------7)dn = -[ln (A í-l)-ln (A / + l ) ] / J

t  ¿s 2  n ~ \  n  +  \  2  s

= -  l n ( - ^ - ) / “ = 0 -  -  ln(— )
2 /i +  1 ' *  2 í + 1

senh/ 1 í +1,  ¿{— J ^ ln í— )

6) Calcular L{tn cosa/}

Solución

v ^ - i ) * /2*Se conoce que, eos / = 7 , ------------ , entonces
t í  (2*)!

f ^ ( - l ) * ( a / ) 2* „ , v (-1) ‘ M !‘
eos at = 7 ,   => / eos at = / 7 . ----------------

t í  (2*)! (2*)!

oo /  24 24+w
n SP * O t

/ eos at = 7 , -------------------- , tomando Transformada de Laplace se tiene:
t í  (2*)¡

00 /  *VA 24 #24+#i ® /  iv 4  24
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(-1 )V *  (2* + «)!
=  Y _________________________

~  (2Ar)! í 21+"+‘

, x - (-l)l a2k (2k + n)\ 
.. L{t eosa t } - 2 ^  (2kv x2k+n+l

^  r^sen2 / ,  1 . , j 2 + 4 1
7) Demostrar que L{ } = — In(— :—)

t 4 s

Solución

¿{sen2 í} = -^-¿{1-cos2í} = — J — ) = f(s)
2 2 .v s +4

Ahora aplicamos la transformada de la división.

sen2 1 r+K- 1 1  u 1 1 , /+0
« T 1 ■ l  r t - — i )du' i {'*u- 2 H u  + 4 )l/- 

-íw -r^ V r-o -rW -A i-jm ^ )4 u +4 1 4 ^  +4  4

sen2 í 1 í 2+ 4L{--------} = —ln(— 5—)
t 4 í

e' -cosí8) Calcular L{------------ }
Solución

¿ {e '-co s /}=  I{e '} -¿ {c o s /} = —--------J-— = f(s)
í - 1 r  + l

mediante la transformada de la división se tiene:

e' -  eos í f +0° 1 u , 1 , /+»
I{  j } = £  (— - - ^ ) r f «  = [ ln (K -l ) - - ln («  + 1 ) ] / ,
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u — 1 /<*> .V —1 V i2 + 1
- i - T T - / .  - ° - l » ( 7 ? - ) - t o ( 2 _ _ )  

Vm + i  Ví  + i  1

e ' - c o s f  .Vi2 +1. 
¿ í ; } = ln(------ —)t í -1

9) Demostrar que: L { e ax [' eaxF(x)dx} =
Jo s + a

Solución

Sea L{F(x)} = f(s) aplicando la propiedad de traslación se tiene:

L{ea*F(x)} = f ( s - a )  , aplicando la transformada de la integral se tiene:

ft j ’ — q\
L{ I eftxF(x)dx) = -—• , ahora aplicamos la propiedad de traslación, se tiene:

Jo s

L{e~ax f  ettxF(x)dx) =
Jo s + a

.«x «  T,c o s a t-c o s b t% 1 , , s 2+b2
10) Demostrar que: L{ } = — ln(—s 5-)

t 2 s + a

Solución

¿(eos at -  cosóí} = , * 2 — = f ( s )  
s + a  s + b

Ahora aplicamos la transformada de la división

eos ai -cosb t  f 00 ueos at -cosb t  r°° u u
L{ 7 1 = 1  (—-----t u +a u +1

r)du

1 x x 1 x x  z®1 1 u + a  /'
= [- ln («  +a ) - - l n ( «  +b ) ] /  = - l n ( —------ )

¿ L ' v 2 11 t2 u 2 +b2 ' *
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1 s2+ a2 1 s2 +b2
=  ° - 7 l n < 1 “ T 7 )  =  T l n ( - I — T )2 s +b 2 s + a

cosat-cosbt  1 s2 +b2
H  ■ ' “ 7  m  y 't 2 s¿ + al

11) Hallar ¿{J t e 2,sentdt}

Solución

¿{sen t} = -=----- , aplicando la transformada de la multiplicación por t.
í +1

d d  1 2í
¿{í sen<} = - — ¿{senr} = - — (- j—-) = . 2

ds ds s + 1 ( í  + 1)

ahora aplicamos la propiedad de traslación.

*>/«
¿{e2,í sen t } = --------- ------ y , aplicando la transformada de la integral

[(J ~ 2) +1]

¿ { f  e2,t sen td t )  = — 2^  22) 2
Jo -  2) + 1]

12) Calcular L{te2,f ' ( t ) }

Solución

Sea L{f( t)}  = y/(s) => L{f' {t)}  = s yr ( s ) - f ( 0 )  

aplicando la propiedad de traslación

¿{e27 '(0 ) = ( i - 2 M í- 2 ) - / ( 0 )

ahora aplicamos la transformada de la multiplicación por t.

L { te 2' f ' ( t ) }  = - ^ r L{e2' f ' ( t ) }  = - ^ - ( ( s - 2 ) W( s - 2 \ - f m  
ds ds

= -y/ (s -  2) -  (í -  2) y/ ' (í -  2)
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I3) Calcular '>1

Solución

/ / / 9-1 *L{e (cosí-1)} = L{e co sí} -¿{e  } = --------2---- -------- -- / ( -v)
(.í - 1) +1 s-1

aplicando la transformada de la división

e' ( c o s í - 1) f+o° u - 1 1  1 , r
U —  } = [  + - ( - l n [ (u -l>  + IJ-lu(u

V ( « - d 2 + i r  a i Ví,9_i)2 + 1 , y- 1= V . r = Q -ln  * +1 = ln(.
W — 1 '  s S - 1

. ¿{£W - i ) } = ln( í -1  )

1 y l ( s - l ) 2 + l

J ( s - 1)2 + 1
)

14) Hallar la Transformada de Laplace de la (unción

FU)  = í 2J jcsenjc<£c+ I x e 2r sen;tíi*:
'i *'o

Solución

L{F(í)}= I {/2 í  x senxd x  + í  x e 2x senxdx}
Jt Jo

= L{t2 J xsenxdx}+ L{J x e 2x senxdx} ... (1)

Calculando L{t2 j  xsenxdx}  se tiene:

I xsenxdx = ( - xcosx+senx)  / '  = sen t - 1 eos/ -  sen 1+eos 1 
•m ' i

L{t2f  xsenxdx}  = £{í2( s e n í- íc o s í- s e n l  + cosl)}
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d 2= ( - 1)2 —  ¿{sení - í  cosí -  sen 1 + cosí} 
ds

d 2 1 l - . r 2 co s l-se n l
'  ,2 ^  2 . + ",. 2.2 Tds s +1 (1 + í  ) s

d  - 2.v 2.y3- 6.v co s l-se n l
"  , 2 ..2 T , 2 ,.3 2

<¿V (,V + 1 )  (.V + 1 )  s

6 s 2 - 2  3 6 s 2 - 6 s 4 - 6  2(cosl-sen l)
,  2 , . . .1  1 , 2 ^ . 4  3(s +1) (.V +1) .V

2 1" 8(5.v2 -1 ) 2 (co sl-sen l)L{t jfsenjtú!r} = — =----- 3- + --------- ?  ... (2)
Ji (í 2 +1)4 í 3

ahora calculamos la transformada de L{J x e2x sen x d x }

¿{sen x) = —  => Lix  sen x] = —7^ —r-
.y +1 (,v +1)

aplicando la propiedad de Traslación se tiene:

L{e2xx  sen jc} = — ^  , aplicando la traasformada de la integral
[(J -2 ) +1]

2(.y-_2)___
2 . ii2¿ { f  x e 2x senjrífor} = — L{xelx sen*} = -----—

Jo s  ' .y[(.y-2)¿ +l]

L{[  x e 2x senxdx}  = --------------------------- ... (3)
Jo íf(s -  2) +1)]

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

L{F(l)) = L{t2^xsQnxdx\+  ¿(J x e 2x senxdx)
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8(5s2 -1 )  2 (co sl-sen l) 2 ( s - 2 )

( í 2 + 1)4 .y3 .v[(.y -  2)2 + 1]2

15) Calcular Z.{—— '

Solución

00  ̂ J

Se conoce que /  , nx” ]  -------- 7 , si |x| < 1
tx  C l- x )2

00
^ n r "^1 = l + 2x+ 3x2+...+nx"~l+..., si |jt| < 1
»=i

Luego --------7  = l+ 2 x + 3 jr3+...+«jc"-1+... para x = -e~',
d - x ) 2

= l - 2 e  1 +3e~2' - A e  3,+...
d+«"')2

L{ -í— 5-} = L{ 1 -  2íT' + 3e-2' -  4e“3' + .. .}
(1 + e )

\_ 2 _̂_ 3____ 4 _ + ^ ( - l ) n(n + l)

j  s+1 s+ 2  s+ 3  „ s+ nfl—lt

• u _ L , - y a E ‘'
{(1 h  » »

Jo U
16) Hallar L •»o u

Solución

Expresando sen u en serie de potencia se tiene:

se tiene
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a 3 a 5 a 7
sen a  = a  + ----------- +...

3! 5! 7!

sena a 2 a 4 u6
a 3! 5! 7!

f 's e n u ,  r ' a 2 a 4 a 6 ^  , a 3 a 5 u 1 n
Jo a “ “ Jo( 3! + 5! 7 ! +"  3.3! + 5 J !~ 7 .7 !+ ' " V 0

‘L +jL . j L +
3 3 !+ 5.5! 7.7!+" ‘

f' sena t 3 t 5 t 1 , 1  1 1 1L{  -du} = L{ t  +  +...} ----------- - + — ----- -+ ...
Jo a 3.3! 53! 7.7! 1 s2 3í4 5/  7í®

1 1  / s  (1/s)3 (1/ í )5 (1/ í )7 1 1
= ~ (_ ¡-------- ~ + ~  Z +--) = -a rc tg (-)s 1 3 5 7 s s

r > sen a 1 1
L{  du} = —arctg—

Jo a s s

17) Probar que: L{ í  S™ * dx} = — a rc tg ( -^ —) 
x  s s +3

Solución

Primeramente aplicamos propiedad de la integral 

r f 3' sen* r , f 3's e n x ,  r ' sen* ,
M J( —- — dx} = ¿{Jo — — “x ~ j 0—~— > Por la propiedad de linealidad

T r 3'  sen* r3' s e n * , ,  f  s en r , ,
L{\   dx} = L{\  -------d x } - L { \   dx} . ..(1 )

X Jo X Jo X

ñt gpji x 1 1
mediante el ejercicio (16) se tiene: ¿ { I —---- dx} = ~  arctg(-) . . . ( 2)

Jo x  s s
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ahora aplicamos la propiedad de cambio de escala.

Si L{F(t)} = f(s) entonces L{F{at)) = — f ( - ) , es decir:
a ' a

^ f ' s e n x . , 1 1 ^ f ^ s e n r  . , 1 ,3VSi L{I  dx} = —arctg — =s>L{|  —dx} = —arctg(—)
Jo X X S Jo X s x

Luego reemplazamos (2) y (3) en (1).

,  r 3' sen x  1 3 1 1 1 ,  3 1L {I  dx} = —arctg arctg— = —(arctg— arctg—)
Jt x  x x s s x s x

3 i_
1 ~ ~  1 2.v

= — arctg( j - r )  = -arctg(— )
S 1 + 2 i  s + 3

s s

^  . T . f ' x  cosx+ e senx , ,Calcular L{\ --------------------------dx}
Jo X

Solución

r , r ' x 2 co sx + e“* senx , ,  r , t '  e x s e n x , . ,
L{\  --------------------------dx} = L{\ (xeosx + ------------ )dx}

Jo X Jo X

aplicando la propiedad de la integral se tiene:

r ' x 2 cosx + e * senx r ' f  e x senx
L{\ --------------------------dx} = L{ \x cosxdx}  +L{\  -------------dx}

Jo X Jo Jo X

aplicando la transformada de la integral



r 'x 2 cosx + e 1 senx 1 l e *  senx
I{ --------------------------dx) = - I { x c o s x } + - L { ------------ } ... (1)

Jo X S  S  X

aplicando la transformada de la multiplicación y la división.

£{xcosx} = —^-Z.{cosx} = — ) = —7— V  — (2) 
dx ds s 2 +1 (.v + 1)

senx r™ r® du /<*>
L{e —— } = | L{e sen x } = |   - j —-  = arctg(u + l)

x  Jj J* (m + 1) +1 s

n
= arctg(oo)- arctg(,v+1)   arctg(.v+l) ... (3)

2

ahora reemplazando (2) y (3) en ( 1):

f ' x 2 cosx+ e * senx 1 .v2 - l  n  1
L{\ -------------------------- dx} = - ( —5-----r )  + T " —  arctg(.v+l)

'Jo x x (s2 + l )2 2.v x

Dado una función G(t) donde L{G(t)} = g(s), cuando s > a. Entonces demostrar 
que para una constante T > 0.

f T
L{G(t + T)} = e s,(g( s) -  e G(t)dt)dt , s > a , T >  0.

Jn

Solución

f 00
L{G(í + T)} = I e~srG(t + T)dt por definición de transformada.

Jo
Sea u = t + T, para t —» Q, entonces T 

t —> oo, entonces /i -> oo

L{G(t + T)} = JJ e s,G(i + T)dt = JJ é s(^ r)G(ii)dfi

fon fer- f T
= est e suG(U)du = e st[\ e s,4G(u )du- \  e~Sf*G(u)du] 

J t  J o  J o



= [ J V "  G(t)dt -  f e " *  G(i )dt] = e *  [g (x ) -  f e ' *  G(í )<*] 
*o *o *o'F

¿{G(/ + 7*» = e *  [g(x) -  J [V * G (O A ]

r f  l - e "  1 1
20) Demostrar que L{  du) = —ln(l+ —)

Jo u s s

Demostración

Primeramente aplicaremos la transformada de la división.

Si L{ 1 - e " }  = —----— = / ( x ) , entonces
s  s + 1

l - e "  r°° 1 1 u /°° s x + 1
L{ }= (—------- ~)du = ln ( - ) /  = 0 - l n    ln ( ) = ln(l +

u Js u u+ l  u + l > s í +1 í  ’

ahora aplicamos la transformada de la integral.

l - e "  1 r ' l - e "  1 1
Si L{ } = ln ( l+ —) => ¿ {  du]— ln ( l+ —)u S Jo u x s

21) Calcular L{te’ j  t — (e2> sen t)dt)

Solución

Sea F(t) = —  ( e 2í senf) => L{F(t)} = L{— (e2' sení)} = x L{e2' senil -  F(0) dt at

L{F(t)\   i -  F{0) => L{t F{t)} = - L  I{F(í)}
( x - 2) +1 dt

L{tF{t)} = ~ [ , ’  -F(0)]  = -  5 ~ xl
dxL (x -  2)2 +1 ( (x -2 )2 + 1)2



L{tF{t)} = ----~~2~— T  => ¿ í f ' ^ ( 0 * 1  = " ( ------ —T>
[ ( s - 2)2„ + 1]2 í  [ ( í - 2) + 1]

L{t F(t))  = -------=> L{ f  f F(f)<*} = -  L{í F (f)}- -  f  í F(f)dí
[ ( f - 2) + 1] .V 5 Jo

J»/ | __ 5 1 ra d i
<F(f)*} = - (  ‘ , 2 ) — f / —  (e ' sent )dt )

a S  [ ( j - 2 )  +1] VJ° *

1 S 2 ~ 5  1 f r  2í 2 1
= —(-----------t---7 ) — J (2íe  sení + íe  eost)dt ... (1)

» [(.v -2 ) +1] » v

Ca - 2i i  2«r4a 6 sena 2a 8 cosa , 82te  sen td í  = e [— sen a ------------------ co sa + ------------- 1------  ... (2)
Jo 5 25 5 25 25

|« 2. 2o 2acosa 3 sen a asena 4sena 3
J t e  eosdt = e [-----------------   + -*— -----------]h----  ... (3)
o 5 25 5 ' 25 25

sustituyendo (2), (3) en (1).

t . C  t., . j . 1 / s2 - 5  , e2a . 2  cosa , 1L { 11 F(t)dt] = —(---------=----- y ) ------- (a s e n a — sena h— — ) + —Ja s [(s -  2) +1] 3 5 5 5»

, f' , ( j - 1 ) 2 - 5  e 2a 2 cosa , 1
L{e \ tF( t )d t}  = -----------------=----- ;---------- (a s e n a — se n a + -------) + ---------

Ja (» - l) [(» -3 )  +1] í - 1 5 5 5(.v -1 )

r ,  r f ' m u i  ¿ r  (.V — l ) 2 — 5  e 2"  2  COSO 1L{te F( t )d t }~  [---------------- ------ - ] —----- (a se n a — sen a + -------+ --------- )
Jfl d s L(.í - m J - 3 ) 2 + n 2 í - 1 5 5 5 (» -l)

»4 - 16»3 + 120»2 -400j+ 460  e2a
-------------------- ;----- ;----------- H--------- r  (2a -5 a  sen a -c o s a )

í f ( í - 3 )  +1] 5(»*-1)

.-. L{te'  [ t F(t)dt} = s A -16»3 +120»2 -400.V+460 e2" (2a -  5a sen a -  cosa) 
s [ ( s - 3 ) 2 + 1]3 5 ( s - l )2
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f°° sen u
22) Hallar I { | - — du} 

i it u
Solución

Sea u = t v => du = tdv, además se tiene cuando u = t; v = 1 y cuando u 
—> oo, v —> oo ahora reemplazando se tiene:

J‘® sen u f * sen ív r ® sen tv f+® „ f ® sen ív
, —  tdv^ L { [  —  dv) = l  e %  — d vy t

n ® . senív f°° 1 f00 -«
e  dírfv = J — J e sen tv dt dv

1 O y 1 y O

f® 1 r® 1 v
= — L{senívWv = — ----- T-dv

•’i v Ji v \<¡¿ +v

J® dv 1 v /00 1 ít 1
— F = -a rc tg  ( - ) /  = - [ — -a rc tg -]

1 s +v s s s 2 s

f°° eos u
23) Hallar L{\ -=— du]

J '  u
Solución

Sea u = tv => du = t d v , además se tiene: cuando u = t , v = 1 y cuando u
—> oo, v —> oo, ahora reemplazando se tiene:

f® cosu f® cosív f® eos Iv

J ® „  f®  COSÍV fon Too COSÍV
e [j  dv]dt = J J e - ------- dtdvü I y 1 ü V

f® 1 f® f® 1 f® 1 í
= 1 — e cosívdídv=  — Z{cosív}dv= I —.—5 yd v

J l  V J o  J 1 V J l  V S + v

J® dv f® 1 1 v 1 l o o / ®
— 1  T (— 2~ T ^ v = - [ ln v - - ln ( v  +s  ) ] /

1 V(V ) 1 .? V V +£ .s 2 71

= 0 — ln 1 • = — InVv2 +1
í  V l+J2 5
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24) Hallar Z { P — dx)x
Solución

Sea x = tv => dx = td v ,  además se tiene: cuando x = t ,  v = 1 y cuando 
x *-+oo, v o o ,  ahora reemplazando se tiene:

J'x é  r<*> e roo e
+— dx} = L{\  ----- 1dv] = L[\  — dv}

i x  Ji tv fl v

J*oo , feo P tV fo> 1 feo
0 e [J.  d v y d i - l  - J e - » d td v
u i v l v

= r l l { e " ,v}dv = r - . ^ — dv 
Ji v fl v Í + V

1 f°o 1 1 1 V /x 1 1  1
= — J (-----------)dv = —ln- /  = 0 — ln----- = -ln(.v+ l)

s 1 v 5+v s v + 5 1 .y 5+1 s

.  - i r  -6 t  P»e - e
25) Demostrar que J  dt = ln2

o /

Solución

i i
Calculando I{--------------}, se tiene: L{e y  -  e 61} =  ------------- --  / ( 5)

t s + 3 5+6

e 3' - e ~ 6' r» 1 1 /oo
   } = Jf (—  J d ^ t ln íu  + ̂ - l n l u + ó ) ] ^

« + 3., /°° „ , ,5 + 3,,« + 3 /»  s + 3
= ln( - ) /  = 0 - ln ( ---- -)

tt-f 6 /  j j +6
0 ^ *  —  0  S  +  6

£{------------- } =-ln(------) ,  por definición se tiene:
t  5+3
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M ~31 ~(it £f» _st e - e  5 + 6
I e . dt = ln(------ ), tomando limite cuando s ->  0, se tiene
0 t í+ 3

m - 3 1 ~ 6 t  , ,e - e  s + 6
lim J e . dt = lim ln(------ )
j—>o •> t í->o í+ 3

f-it -6/x e  - e  
 dt = ln2

'o

°°e ; senf tt

í

26) Demostrar que: J  dt = —
í 4

Solución

Calculando la Transformada de Laplace: L{—n*} .

1 sen t r°° du /°° n
¿{sen/} = - j  -  => L{— — }= I —— - = arctgu /  = —-arctg.? 

í + 1  t *s u + 1 '  s L

f 00 e~sl sen t n
¿{sení} = ----- ------ dt = - - a rc tg í, tomando límite cuando s -> 1, se tiene:

f® _ sení ;r n n  n
lim I e . dt = lim( arctg.?) = — -  arctg 1 = — -  —

o t j-»i 2 2 2 4

/•roo e 
•7)

f

oo e senr tt
 dt = —
t 4

senóí
27) Calcular J e a! dt, siendo a y b constante positivas.

Soliicién

Calculando la Transformada de Laplace de ¿{se^ |
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, A r ,senAr f°° bdu u ¡<*> n s
¿{senAf} = -5 T => L{ } = —=----- r  = arctg—/    arctg—

s2+b2 t i* u2+b2 b ‘ * 2 A

r ,sen Ai. n , í ,
L{— — } = - - a r c t g ( - )  

t i  b

¡“> sen Ai ?r s
I e  dt =— -arctg(—) , tomando límite cuando s - » a  se tiene:
0 t 2 b

lim
s—*a

J v - senAí n s
 dt = /im(----- arctg(—))

t í-»o 2 A

senAf r  a
I e  dt   arctg(—)
0 í 2 A

28) Evaluar la integral
.  -t 2 too e sen t

-dt

Solución

sen2 i
Calculando la Transformada de Laplace de ¿{— — }

¿{sen2 /}  = j  ¿{1 -  eos 2t} = i  ( i  -  - j i - )  = /( .r )

sen2 í 1 r*  1 u 1 1 , /*
! ( — ) = - [  + 4 )] /^

1 M /«' 1
= 7  ln—2 /  = 0 - 7

4 u + 4 ' ‘ 4
ln

j 2 +4

sen i 1
¿ {— }- - H

í 2 +4

f® sen i 1 s +4
J e  dt = —ln(— 5—) , tomando límite cuando s -> 1
o t 4 s
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Í*> sen í 1 s +4
e  dt =—lim ln(— 5—)

j-»i o t 4s->i s

sen2 1 1 . _
I  dt = “ ln5
o t 4

| “> l-cos t n
29) Demostrar que: — dt = —

Solución

1 -c o s í
Calculando la Transformada de Laplace L{— p — }

L {l-cosí}  = - — £ —  = f ( s )  
s sr +1

1 -co sí r r 1 u 1 1 Ia
£ {— :— »- J ,  ( - - p 7 7 ) * - n » - j w .  + i H / ,  

- l l
2  i r  + 1  '  4 2 .yz +1

1 -c o s í 1 , ,.v2 + l 
 ) = —ln(— 5—)

1 - C O S Í  ("*> 1 M2 + 1  
¿{----- j— } = J — ln(— j—)du . integrando por partes

1 u 2 +l  /“ n s .  ,v2 + l
= - [ u  ln(—- y - ) + 2  arctg u] J  ̂  j  ln< ~ J ~ )  -  2  arctg .y

aplicando la Transformada de Laplace

f°° 1 -co sí 7T j s2 + l , .
I e -----5— dt   ln(— 5—) - 2 arctg.v, tomando limite cuando s -> 0
Jo _ t 2 2 s
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foo \
lim \ e~*-----5— dt = lim[—— —ln(— 5—) - 2 arctgj]

*o o t2 í->o 2 2 2 6 J
COSI .  . K  S .  s 2 +  l

S

f 1 -  COSÍ tT Jt
, — r — rfí = - - o - o = -
0 / 2 2 2

Í»  1 - C O S Í  7T 
 5—  rfí = -

'> í 2 2

f00 c o s u -e “ + sen«
30) Calcular la integral J --------- —-----— du

Solución

c o su -e "  + senu
Calculando la transformada L{

s I 1
¿{cosu -e"  +senul = —--------------+ —-----   f  (s)

j 2 +] .v- 1  j 2 + l

L{-
1 [<*> u 1 1
- } = | (—3-----   T + —2-----)du

Js V  + 1 « - I  u2 +V

= |^-ln(u2 + l ) - l n ( « - l )  + a c tg u |/ ” = [^ ln ( - “ +1
2 (tí “  1)

n .  1 , , s2 +1
= (0 + - j ) - y l n ( - — jp-) +arctg j

,c o su -e "  +senw, n  1 , . í 2 +1
 ln (—r  ,
2 2 s 2- l s + \

T tua 14 e *r »gii u n i . . j t i¿{----------  } = _  -  -  ln (—— -— -) + arctg s

definiendo la Transformada de Laplace

) + arctg u] /  ̂
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J’°° c o s u - e "  +senu k  1 .v2 + I
e '  du = — ln (—5----------- ) + arctgs

o u 2 2 V . - 2.Y+1 5

tomando límite cuando s—>0

t r co sw -e"+ sen u  n  1 í 2 +1
lim e -du -  lim[— -  — ln(—5--------------------------------- ) + arctg .y]
Í-»0J0 u » o  2  2  ,v - 2 . Y  +  1

rJo c o s u -e  + sen« n n
---------------------- du =— - 0+ 0  = —

u 2 2

31) Demostrar que:

f°° - st 1 - C O S Í  , K  S S •e   — dt = —+ —ln(— ) -  2 arctg s
Jo f 2 2 2 5 + 1

Solución

£ { l-co s/}  = - — 5l — = f ( s )  
s sr +1

I - C O S Í  t ° °  1 U 1 ,  ,0 0

} = I ( - — 2— ) *  = [ ln ( « ) - - ln ( u 2 + 1) ] /
í Jí M « +1 2 *

1 U2 ,oo 1 í 2
= —ln (—2------ ) /  = O——ln (—5------)2 V+1 '* 2 V+1

1-c o s í  1 s +1
L{ } = -  ln (— y ~)  = g(s)

t -2 s ¿

1-c o s f  1 r® k  +1 
L{----5— } = — I ln (— 5— > integrando por partes

t 2 Js u



1 - c o s í  1 u2 +1 ,a>
¿{— ~2— } = ln (~~¿T~) + 2 *"*8 «1 / ,

|  C O S Í  7t V
¿{■■- ■-■■;■} = —+ —ln (—5 ) -  2 arctg s .definiendo la Transformada de Laplace

r  2 2 j 2 +1

f00 1 -co t . n s . , s" . „I e — ;— dt = —+ —ln (—= ) -  2 arctg .1Jo ,2 2 2 V+1

f°° -2/32) Evaluar la integral J te sen tdt

. Solución r-!--------

. d Tt . 1 , 1 .  2s¿{ísení} = Lfsení} = -  —  ( - y — ) = —;-----
ds ds s +1 (.v +1)

aplicando la definición de transformada

I"00 si 2jI te-----sen tdt = —:--------- tomando límite cuando s-+2, se tiene:
0 (.y + 1)

f “  - *>  2slim I e sen tdt = lim —; r
í-»2  0 s-*2 ( s  + 1 )

í: -2/ 4 4te sen tdt = —r  = —
0 .v2 25

* op £  ^   COS í
33) Evaluar la integral I ----------—  dt

Jo í

Solución
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L{éT2' -c o s t} =  — l- r  — T —  = f ( s )  
s +2 s + i

[ln (u + 2) -  ̂  ln (m 2 + 1 ) ] / >  / J  = O -  ln ( - í ^ 2)
L 2 t r  +1 ' s 2 +1

1  ̂ 1
= — ln ( - J ———— ), aplicando la definición de transformada se tiene: 

2 V + 4 s  + 4

r - - *  (e~2f~cosr)df 1 ^  í 2 +1
Jo t 2 í 2 + 4 í + 4

7. f°° -st (e - e o s t)dt 1 í +1lim e * 2-------------------= _  //m in ( ------- -— j
í->o Jo * r 2 *->o í  + 4 í  + 4

rx e ~2'- c o s í  , , „
   rf/ = - ln 2

Jo t

/*co _
34) Evaluar la integral j  e~ 't senh tdt

Solución

d d i  2s
L{t senh/} =  ¿{senh r} = —  (—5 ) = ■

ds ds V  -  i (,?2 -  i)2

aplicando la definición de transformada

f > " 'o
2í

senh tdt = lim —:------r-, tomando límite cuando s—>2
í->2 ( í  - 1)

2íte ' senh tdt = 7/m -
0 J->2 ~ 1)

-2fíe senh tdt =
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1.16 Ejercicios Propuestos.- 

I.

1) Demostrase que / ( / )  = t * , es de orden exponencial cuando t->*>; V e  R .

2) ¿La función f { t )  = t '  es de orden exponencial en [0,+oo >?

Rpta. No es de orden exponencial

3) ¿Es /" (í ) = / sen -  continua por tramos en [0,+oo > ?
t

Rpta. Si es continua por tramos en [0,+oo >

4) ¿Cuales de las siguientes funciones son continuas por tramos en [0,+»>? 
Razónese la respuesta.

í+ 1  „  t - 2
a. / ( 0  = —  b. f ( t ) =  2.— ~

í - 1  í —t —2

c. f ( t )  = ey‘ d. / ( í )  = í 2

Rpta. a. no es continua por tramos en [0,+oo >.

b. ' es continua por tramos en [0,+oo >.

c. no es continua por tramos en [0,+*> >.

d. es continua por tramos en [0,+oo > .

5) Demostrar que para cualquier numero real a , F(t) = em f ( t )  es continua por
tramos en [0,+oo >, siempre que f  lo sea.

6) Demuéstrese que las fimciones dadas son continuas por tramos y de orden 
exponencial en [0,+oo >
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1 eos kt 1 ~~s
a. f U )  = t n costo b. f ( t ) —  c. / ( / )  = '

/

1-senfo n , ,  . co sr-co sh /
d. / ( / )  = ---------------  e. f ( t )  = t cosh/ f. / ( / )  = -----------------

/ x

7) Demostrar que el producto de dos funciones continuas por tramos en [0,-H» > 
es una función continua por tramos.

8) Hallar la transformada de Laplace L{F(t)} si:

a. f ( t )  = t 2 eos/ b. f ( t )  = t 2e'  eos/

c. f ( t )  = ( 2 t - 3 ) e ~  d. / ( / )  = 3e~'cos2/

2s3—6j _  2(s - l)3 -  6( s - 1)
n p , , . . .  / w - ^ r n j r  *• / w -  [(, . , ) i +1r

~3e% 3s+3
c- f ( s ) =  , d- f ( s ) - — ----------3 s - l  j  +3s+.r

^ ̂ 2 ^
9) Demostrar que Lít2 sen /} = —̂ ----- r

(s2 + l)3

10) Demostrar que ¿{eos3 /} = S^S +^
+ 9 ) ( . r + 1)

, 6j 4 -3 6 j 2 +6
11) Halla ¿ ( r  eos/} Rpta. f ( s )  = ——3---- 3—

( j  + 1)

s e n 2 /  e o s /  1 /  +9
12) Halla ¿{   } Rpta. f ( s )  = - ln ( —-----)

t 8 s +1
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13) Halla ¿{sen(a + /)}

14) Calcula ¿{eos2 A/}

15) Demostrar que:

a. ¿{cosh2 (at)} =
í 2 - 2 a 2

s ( s2 - 4 a 2)

Rpta. /(.v) = -
cosa + .y. sena

s 2 +1

Rpta. / ( . v ) = V +  ™ )
2 s s +4h

b. ¿{senh2 (ai)} =
í (í 2 - 4 a 2)

c.
a (.v2 + 2 a 2)

¿{cosa/, sen at) = —  ------- — d. ¿{cosa/.cosa/} = —--------
s +4a .y +4a

e.

16)

¿{senh (a/).sen (a/)} = 4̂ — ■ 4 f. ¿{senh (a/), eos (at)} = ^
j  +4a

Hallar la transformada de Laplace de F(t) si

,yH + 4a

F(t)
it , /<

~U, / > , db. F(t) = te — (sen2/) 
dt

c.

e.

F(t)
ísen t , t <  

" 1 0 ,  />
l n  
2 n

It , i < 2
8 -3 í  , 2 á / ¿ 3  
í - 4  , 3 < / £ 4  
0 , t > 4

f.

¿•(0 =

0 , r e  y

;r 3;r
eos/ , — < t < —  

2 2
3tt

O , / > y

F(t) -3 /f'= e I / eos 4 tdt ■'o

d f' -/F(t) = — r-l e cos3tdt 
dt2 h. F(t) = te' J / — (ez< sen t)dt

58



17)' Si / (í) = L { f  (/)}, demostrar que para r >0

18) Demostrar que : L{t senbt] = 6bs2 - 2b* 
(s2+b2)3

„  , senf 1
19) Demostrar que: ¿{ } = arctg —

t s

20) Calcular L{F(t)) si:

a. F(t) = e *' J t sen2tdt Rpta. F(s) =
(í 2 + 6 í  +13)2

sen2r s + 3
b. F(t) = e --------  Rpta. F(s) = arctg (—■— )

t 2

^ . 1 1  t .V  e sen2í , .  . 1 , n  s + 3.21) Calcular L{| ------------- dt} Rpta. F (?) = — ( arctg )
Jo t 2 2 2

sen3 í 3 1 1 3
22) Halla L{ } Rpta. / ( s )  = — arctg arctg. (—)

t 4 s 4 s

Sugerencia: sen3 t = 3 sen t -  sen 3í . . .

(em — ebt)2 (s — a — b)2
23) Halla L{ } Rpta. /(.?) = ln(

( s - 2a ) ( s - 2b)

sen t + sen t , „  7 1 1  3
24) Halla L{ --------- e } Rpta. f  (s) = — arctg----------- arctg(------)

1 4 í - 1  4 í - 1

25) Evaluar ¿{sen kt.coskt] Rpta. f ( s )  = —-------j- , í  > 0
í  +4k

59



Halla L { F m . ú F ( t )  = e * \ ' t  

Hallar Z,{F(/)}si:

eos 4tdt Rpta. /(.v) = ------ ——-
0 0 -3 ) [ ( .r

l = ,Í!e 'VF(t) = l \  e ' sen2rdr *o

f/ sen 2/ 
F (r) = e I  dt

b.

Halla L{F(t)} si F ( t ) = ( SCní ’ t <4*  ’ '  ' (senr+cosr , t>4iz

- lF(t)  = r l re

F(r) - J -•'a

Halla L{F(t)\  si F(t) = -
eos r , <<■

3/r

2
3rr

cosr + senr , t >■

Halla L{F(r)}, donde:

’
t c o s a ( t - a )  , t > a

F ( t ) = ,<b , a  constantes
0 , t < a

Calcular L{ \ 2' ^ L d u }
Jo u

Calcular L{------------- }
0 +e ' )

Hallar L{e ' cos3r.cos4r}

Hallar L{(t + a )n}, n es un entero positivo.

v — 3)2 
-3 )2 +16]2

3í sen 2tdt

■eos 2 r 
 dt



35)

36) 

38)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

a a
Rpta. f ( s )  = «! (----------- +

B-l a 1

( n - l ) ! í  ( n - 2)!.r2 ......  l i s9 sn+x

sen 2 u
Calcular L{\ e f é" “   d/jda}

Jo Jo fi

Calcular ¿{¡/¡“ ■y/M} 

Hallar L{ea' sen2 />/}

Calcular L{e3' t 3 sen2 /}

37) Hallar ¿{senai.eos/)/}

d cf
39) Hallar ¿{— -  e ' eos3tdt) 

d r  Jo

Calcular L{-Jt e o s / Rpta. f ( s )  = ^
(-l)”r(3 n + y2) 

¿ S  (2 n) \ s3n+%

, ,  2, V '( - l ) " “1(4 n -2 )!
Demostrar que: ¿{sen/ } = ¿ ^  n  _ n , a~ ~

b=i '2n */ s

Demostrar que:

¿{ f  \ ' f(t)dtdt}  = - y  + ■ 4  f° f ( ‘ )dt + 7  J / ( 0 *
Ja JO s  S Ja S •>O

Demostrar que:

L{F'”(t)} = s3 L { F ( t ) } - s2F ( 0 ) - s F ' ( 0 ) - F " ( 0 )  

Demostrar que:

1*2/ r x  f ly s e n z
46) Calcular: ¿{ ( (  dz)dy)dx}

Jo Jo Jo z
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47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

56)

57) •

Demostrar que: L{ S6n^ >} = ^  (-1)
1+ * - " '  S  (.r+a«)2 + ¿ 2

Calcular Z.{— f e a' F ( —)dt] , a * 0 .  Rpta. / ( r )  = -<p ( s a - b )  
a Jo a s

Demostrar que:

f ' f *  fy senz 1 1
L{ I I I  dz dydx}=—r  arctg ( -  - )

Jo Jo Jo z  S s

Demostrar que:

sen v 1 ( a -  l)r
L{  —dy\ = — arctg  t ) donde “a” es una constante positiva.

J/ v s s 2+ a2

Si L{F'{t )}  = arctg(—) , F(0) = 2, F ’(0) = -1 . Hallar L{F(,)}
s

- u  - 2 uPat roo e - e
Calcular L{\ I (--------------)dudx)

Jo Jjr u
a i_ /2(-r+a) 4 

s~ s +2 a
,senJ r  _  . 3 r* „ 2u

Rpta. f ( s )  = — ln (----- — )
r*

.3s e n  í  3  2 u
Hallar L{— -—} Rpta. f ( s )  = —  Jim j arctg (— —)<íu¡1 4 *->+<» Jj 3j/ 2

f“ -A  sra* 1Calcular I e  dt Rpta. f ( s )  = arctg (— )
r 2

Calcular la Transformada de Laplace de:

L{te '  f  z -r - ( e2z senz)dz}
*a CIZ

tat far a sDemostrar que: L{ I I ue F(u)du dx} = -  —r  I T (—5- + 1 )
Jo Jo s a

cosat-cosht  1 í j + l )2 +/>2
f - 7  } / ( J) = T ln (7 ” 2-----flt e '  2 ( r + l) z +úT
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,, senu arcl(2/ s)  s
58) Calcular « £  , « - '< — )* >  * > « •

[2l px *2y ggjj 2 4 4
59) Demostrar que: L{\ (  dz)dydx)  = -T arctg(-)

’ Jo Jo Jo Z S V

Í-t sen u 1 , 1
 ̂ —¿ ~ d u \  Rpta. / ( * ) = -  arctg ( - - )

61) Calcular L { f  f ' ^ ^ - d u d u )  Rpta. f ( s )  = - L arctg( - - )
Jo Jo u s *

rbl fax  j*oo e ~" a h 2 S
62) Demostrar que: L { J —̂ -dudydx}  = —5~ ln (— +1)

rt r-x f-y  sen Z , 1 1
63) Demostrar que: L{ Jq Jq Jfl ( ~ ~ ) d z  dydx} = -  ^3 arctg (

64) Demostrar que: L{ (—~ ) ^ z dydx} = —£  arctg ( -  —)

r2t cos3z-cos2z
65) Calcular L{\ ------------------ dz}

Jo z

1 . . í 2 +16.
Rpta. / W - 2j b ( j2 + 3 6 -

66) Calcular L{ f ' e‘z (elz sen z)dz]
Jo dz

1 r ( í - 1)2 - 5
Rpta. /(.?) = [

( j - 1 ) l ( ( j - 3 ) 2 +1)2 '

67) Demostrar que:

5 ,  1 2 068) Demostrarque: ¿(atar
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69)

70)

71)

72)

73)

75)

77)

78)

79)

80) 

81)

Si L{tF( í ) )  = — ^------. Hallar L{e ‘F(2t)}
s(s + 1)

Rpta. f ( s )  = ln ( (‘y- ; - 2l +1/82) ' /4 )
(í + 2)

Si existe, calcular «-r-J - t

-4 /+ w sen3 u
•du)

Sin derivar y usando solo las propiedades de Transformada; calcular 

d (*' sen2 u

Calcular Z,{/" señar}, si n e z¿ y n e R, n > -1

e~4'eo s / 1- cosh/
Calcular L{ ~Z~T^ 74) Calcular L{------2-----}

( l - e  ) /

76) Calcular L{e sen2 /,

d e b' sen2 /
Calcular !{ / —  (-------5------)} sin derivar.

dt t

Si L{F(t)} = H(s), calcular £{J dvj^F(u)du)

¡ V  d 2t
Solo usando propiedades sin derivar calcular L{e t —  (e sen t)dt)

"a d t

(' d  2
Calcular L { —  (/ e )d t) , sin derivar solo usando propiedades.

Sea [0,oo> -»  R una función de clase A. Si L{F(t)} = <p(s), calcular 
1 t ,  t

L { - e °  F ( - ) ) ,  a > 0 . 
a a
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_ _ 4 _ i sen í 4 , 1
83) Demostrar que l { e  -------} = arctg-(------)

t j -1

nl y  ogn 7 1 2
 dz dy] = —  arctg (—)

) Z  S  s

85) Evaluar si existe L{t f e~2‘ ( se?- --)rf»}
J2l u2

86) Sean a, b, u , v y A constantes, probar que:

L{at u + bt~v} = A(as~u +bs~v) « + v = l y A = ±^ frcsc7t ü

87) Hallar úna fórmula para: L{r * sen a i} , a > 0.

88) Calcular « 1/2 cosu3/ ídw</y}

89) Hallar la transformada de Laplace X{*2 Jinsenwd« + « e 2“ sen udu]

t n-l
Hallar L{ -} , donde n es un entero positivo.

l - e

~82) Hallar L{2 + |t - 2\)

90)
oo

Rpt». f ( s )  = £

sen i
91) Determinar la transformada. ¿ ( y  )

' 1+ e

(« -!)!
t=o (í+

(-D "

e'  sen t
92) Calcular L{—-----—5-}

(1 + e )

Rpta- / ( í )  = Z ;  ,2

^  ( - 1)" 1n
Rpta. f { s ) = V —  ,---

F ^ ( s + n - 2) +1
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-1 ~ l te —e
93) Calcular L{~ ^    — }

1+ c  -e  - e

t
94) Calcular L{— jr}

e +e

95) Hallar Z,{/3 tgh(/)}

eAl sen/
96) Calcular L{-------- r —r}

( l - e  )

00 t  00 | 

Rpta. f ( s )  = Y  —r  -  Y  — r
í o ( í  + ") „=o(í + 2")

Rpta. f ( s ) m f r ± M l -
Í?0(S+2«+ 3>2

V- ( - 1>"6 v '  ( - 1)"6
Rpta. f ( s )  = V  ■■■ ■ X — —  ------ r

~ ( s + 2«)4 ~ ( * + 2« + 2)4

97) Calcular ¿{ í”172̂ / ) }  si F (/) = ^  *
Vw -=o v2» + l)«!

d  f  ̂  d  sen2 /98) Usando propiedades calcular la transformada !{/ —  I —  ( — =—)dt)
dt it dt t

99) Usando propiedades, calcular la transformada £{e3,J  |cos<u «| du}

(' d
100) Solo usando propiedades, calcular la transformada L{ | —  (/" sen at)dt)

•■o dt

,, f 'se n u  arctg(í+2)
101) Hallar L{e 2' ^ —¿~du}  Rpta. f ( s )  = — ^  ’

102) Sea F(x) una función real, definida por:
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103)

104)

105)

106)

107)

108) 

109)

0 , si x  e [0,l >

f» e' - e 2r + s e n x t2 ,
F{x) = (----------------------- )dt , si x  e[l,2]

Jo t
0 , si x >2

Hallar L{F(x)} Rpta. f ( s )  = ~ £ +  \n2)(e~s - e~2s)s o

.................eosyft  ̂ , , ,  „ eHallar L{— =—} Rpta. f ( s )  = — t=—
■Jt ■ds

Si I ñ , calcular I { / f  e A,+v F{y)dv}
| r ,  t > a  Jo

Calcular la transformada de Laplace de la función 

F(t) = *
U '-U ' + ilJI s

Calcular L{n{t + a y 1'2} sug. Es un el binomio de Newton.

|'- l |í |J | si [|í|J es par 

i H l í  + iQl si [l'l] es impar

Si H(t) = '
t -  NfN si |p|J es par o cero

-[ |f  + l|]| si [|f|] es impar

r6/
Calcular L{te ' a lH(u)du},  a > 0  "0

( t - [ |í |])2 si [|/|] es par o cero 
l - ( r - [ | f |])2 si [|í|] es impar

Si G(t) =

Calcular L{tV 4' 4 - ( ¡G(u)du)} 
dt Jo

Calcular L { ^ — ( t e '  )dt}
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cosat-cosbt  1 ( s - l ) 2+b2
110) Calcular L{   } Rpta. /(.v) = - ln ( -—  r )

te '  2 ( s - l y + a *

f ' „ senu V 1 1 1
111) Calcular 1 e  du) Rpta. f ( s )  = —r  arctg( ) + ---------------—

0 u - s í -1  í ( l  + ( í - l )  )
1

¡-it [ix | _ e~y
112) Calcular L{\   dydx)

Jo Jo y

113) Calcular L{t~y2 eosat1'2} Rpta. /  (í) = J ^ e 17 , s> 0

, r ,ea'- e o s
114) Calcular L{-------------} , a, b * 0

115) Calcular
Jo x  

,, d 2 r
116) Calcular L{te ~¡T]0 e cos4 tdt)

117) Calcular L{te'  f  t — (e2' sen t)dt)
"a d t

118) Calcular L{te61 senhVF}

sen
119) Hallar la Transformada de Laplace L{t J -------------- dt}

120) Hallar la Transformada de Laplace L{te~2' cos3í}

121) Calcular L{t^s&nxdx)

122) Calcular L{e~' (2 senh 2 t - 5 cosh 2t))
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Calcular L{tJ  e 21 se” ?-lf dt}

Calcular L { ír e - j , « 3 r  
Jo /

m - I  ~ itroo e - e  
Evaluar la integral J ------------- dt

0 t

fa> señor -cosbt
Calcular la integral I ------------------ dt

t

feo ^
Evaluar la integral J t e  ' eostdt

¡V r t senh/.sení n
Demostrar que: I e ------------- d t -  —

Jo t 8

-Jlt senór.senf n
e ------------dt = —

«> t 8

2
fa» sen t n 

Demostrar que: I — 5— dt = —
r  2 -

f® - i t  { !  - i t  Demostrar que: J t e  J t e  sen td td t  =

f00 -3* [*Calcular la integral e  cos4t dt du

Í» ,, cosat-cosbt
e ------------------dt

>> t

r°o rt l - e  “ 
Calcular la integral e — - — dudt



11)
r-' r¡ sen u n

Demostrar que: e  dudt= —
J/=oJb=o u  4

|«’Cosh2í-cos4f 112) Evaluar J --------------------dt Rpta. —ln4

f00 2 -21 2213) Evaluar I t e sen tdt  Rpta. ——
o 125

16)

r
4

14) Evaluar J t e  2r senh tdt  Rpta. —

,  - 2 tfer e -c o s í
15) Evaluar J -------------- dt Rpta. -In2

0 t

2

Í» , 1-co sn í ntc s s s
e ----- ;— -dt = ----- H— ln(~5---- 7 ) -« .arctg(—),

>> f2 2 2 í  +n n

+ f+» 1 -  cosní
V « e Z  y calcular j---- di Rpta.

f°° 417) Usando Transformada de Laplace calcular J 0(u )du
J q

nn

2

fcce - e
18) Calcular J ---------5------- dx, usando Transformada de Laplace si a, b > 0.

0 X ¿

f» senx + cosjc
19) Usando Transformada de Laplace, calcular  j  dx, 0 < P < 1

K 1 1
Rpta. --------(---- =—+---- 5—), 0 < P < 1

2T( P) Pn Pnv > sen  eos-----
2 2

x

e*‘ ■Jn 1
20) Calcular i" e at\  'dt Rpta. Z -

0 2y a  2vn
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21)

22)

23)

• cosóí -  cos4fÍ* eos ____
------------------dt Rpta. ln (-)

C"
Evaluar la integral J

sen4<-sen2í
-dt Rpta. 0

C" _ 2t
Calcular el valor de J te  eos t d t  Rpta. —

24) Demostrar que *(\
eos nt nn s 

—;----)dt = — + —ln
r  2 2

J-l

25

2

2 2 s +n
-n .a rc tg (-)

n
-e o s  nt nn
— ,----- dt = ----

o 11 2

J"* c’ , sen2 u fosent.senat
e~ — 5— dudt 26) Calcular J ---------------dt

0 Jo U o t

27) Calcular J'oo e
n i . -dx 28) Calcular J t le 1 sen t dt

Í» sen tx 
 dx

0 r
30) Calcular

fi® x  
Jn ~'o (8-jc)

31) Calcular í3 dx f2 2 1/2
—= = = = =  32) Calcular J (4 - x  )' dx
J i x - W - x )

33) Calcular f 2(4 - x 2)m dx 
Jo

71



CAPITULO II

2. FUNCIONES ESPECIALES.-

2.1. FUNCION PERIODICA.- La función F: R -> R, se dice que es una
ñinción periódica si 3 p > 0, tal que:

F(t + p) = F (t), V t e R

y al menor número p > 0, que satisface la condición de periodicidad se denomina 
período de la función

Si F(t) es una función seccionalmente continua a lo largo de un intervalo de 
longitud P y de orden exponencial, entonces su Transformada de Laplace existe y 
es la integral de cero al infinito.

2.2 Teorema.- Si F: [0,+oo> -> R, es una función continua por tramos, de 
orden exponencial y periódica con período P. Entonces:

[P e a F(t)dt
^ ( o }  = J° i e -pj
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Demoitraclón

Como F(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces 3 L{F(t)}

Í'+a> f  P  t l P  Í3  P
e~s,F{t)dt = J e a F(t)dt+  I e a F(t)dt + I e slF(t)dt+...

o o p  “2 p

Como F(t) es una función periódica con período P *  0, entonces a partir de la
segunda integral se tiene:

t = u + p, t = u + 2p, t = u + 3 p ,. . entonces

L{F(t)} = i * e suF(u)du+ ¡2P e~s(u+p) F(u +p)du +
J o J p

+ [iPe~s(u+2p)F(u + 2p)du+ ¡4P e~s(u+ip)F(u + 3p)du+...
J 2p  J 3 p

= ¡Pe - suF(u)du + e~5p [Pe~suF(u)du+e :isp [Pe~suF(u)du + .......
*0 *0 J o

= (\ + e~sp +e~2sp + e - isp+...)[P e~mF(u)du 

L{F(t)} = (l+e~** +e~2sp + e isp+. . . ) jPe ’uF(u)du ... (1)

1 2 i .pero se conoce que: ------= l + x + x  +..., para |jc| < 1
1-JC

Luego l+e íp+e~2sp+...=---------- •••(2)

por lo tanto al reemplazar (2) en (1) se tiene:

u m } = j ^ í l e~SUF(u)du

\ P e s,F(t)dt 
•• L { F U ) \ = ~ -------— —

l - e  p
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Ejemplo.- Hallar la transformada de Laplace de la función que se muestra en la
figura.

Solución

La función F(t) del gráfico es periódica de período P = 2 es decir:

Í1 si 0 < i < 1 
F ( /)=  F(t + 2) = F (t), V t

■ 1 si -1  < í < 2

L{F(t)} =
\ P e~” F{t)dt f 2e ” F(t)dt
Jo Jo

~ 2 s\ - e ~ p> l - e '

[  e~síF(t)dt+ Pe~*F(t)dt P e~a dt+ P e~a dt•'i *n

l - e -2i l - e - 2 *

e~2s - 2e * + 1 ( l - e '" ) 2 e* -1  1
= - t g ( —)

í ( l - e  2s) s ( l - e  2í) i( l  + e *) s(e‘ + 1) J 2

L{F(í)} = itg h (i-)
s 2
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Ejemplo.- Hallar L{F(t)} donde F(t) es la función periódica que se muestra en la
figura.

La función F(t) es periódica, de período P = 1, donde F(t) = t, para 0 < t < 1 y 
F(t) = F(t + 1), V t su Transformada de Laplace es dado por:

L{F{t)} =
í Pe~s,F(t)dt f  e s'tdt .
Jo Jo i

1 -  e~ps í - e s l - e ”
• = [- -

í  s 2 o■/:

— —
l - e s s s 2 s 2

L{F(t)} = ± ------ -
s ¿ s ( l - e  s )

2.3 Función Escalón Unidad.-

A la función “Escalón Unidad” llamada también función unitario (0MEAVISIDE 
es denotada por n(t  -  a) = ¡xa (í) y es definida como:

0 si t < a  
, 2 o

su gráfico es:
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n ¡ L i ( t - a )

1 ----------------- T

ÍO si í < O
cuando a = 0, se tiene: u ( t )  =  u ( t -Q )  =  {

^ ° w  ^  (1 si í > 0
su gráfico es:

La función /ua (t) es continua en <0,+oo>, a pesar que na (t) tiene un punto de 
discontinuidad en x = a, la Transformada de Laplace de fx ( t -a)  = fi, (a) es:

f +o° -  . f+°°
U V a ( l )} = L e * t i { i - a ) d t = \  e * f i ( t - á ) d t + \  e ^ f i i t - a W*0 *U «'a

r+» e st /+oo
= 0 + J e ¡¿(i-a)  = J e d t = —^—j  para sX)

1 e~aí
= —-[0 -e ~ af] = ——

s s

e ' *
L{n ( t -a )}  = —

76



Observación.- Toda función F puede ser trasladada “a” unidades a la derecha del 
punto a.

La función F(t)=sent

H(t) =
0 si t < 0
sen( t - a )  si t > a

En general dada una función F: [a.+oo>—»R, se puede trasladar a la derecha, de tal 
manera que la función valga cero en [0,a> y se define la función 
G(t) = t i ( t - a ) F ( t - a ) .

Observación. Si L{F(t)} existe para s > a > 0, entonces podemos Calcular 
L { n ( t - a )  F(t  -  a)} en función de L{F(t)}.

i) Teorema. Sea F: [0+,oo> —> R, una función de clase A entonces 

L{n{t -a ) F ( t  -a )}  = e~asL{F(t)}

Demostración
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L{/z(t-a)F(t-a)} = [ e s'/i(t-a)F(í-a)dt  
Jo

Mediante la definición de transformada.

= J e s' n { t - a ) F ( t - a ) d í + \  e s' n ( t - a ) F ( to Ja

F ( t - a ) d í  . . . ( I )

Sea t - a = z => t = a + z

f í = a ; z  = 0 
para < ... (2)[í -> 00 ; z —> oo

reemplazando (2) en (1) se tiene:

L {A /(í-a)F (/-n )}  = f a e - " F ( r - f l)d í  = f +V  s,<a + z)F(z)dz
Ja J0

- a s  I +0° . ,  - « i  I +00 - í /= e I e F(z)dz =e J e F(t)dt = e
""o

L { n ( t - a ) F ( t - a ) }  = ÉTaf L{F(t)}

11) Teorema. Sea F: [0,+oo> -> R, una función de clase A 
L{n( t -a)F( t )}  = e -a*L{F(t + a)}

Demostración

Mediante la definición de transformada se tiene:

L { n ( t - a ) F ( t ) } = i  e~a f i ( t -a)F( t )d t
\

= f e~s,f i ( t -a)F( t )d t  + f e~s'n ( t -a )F ( t ) d t0 'a

= f °°e~irF(t)dt ... (1)
a
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Sea t = z + a, cuando ... (2)[r ->+oo ; z  —» +oo 

reemplazando (2) en (1) se tiene:

£ { /i( f -  a)F{t)} = f +t0 e~ s'F(t)dt  = f +V ,(fl + z)F (a  + z)dz 
Jo •'o

f+0° -az J-,, , v J= e J e F(z+a)dz  
'o

e "  f  ™e~ a‘F(t  + a)dt = e asL{F (t+ a)} 
Jo

.-. L{ti ( í -a )F ( l )}  = e -asL{F(í + a)}

Observación.-

Sea F: [0,+oo> -> R, una ñmción de clase A, tal que:

F 7 /> - í F l(í) 5 ° < t < aF ( , } - \ F 2(t) ■, t> a

Luego la función F(t) se puede escribir en términos de la función escalón unidad.

F(t)  = F, (í) + (F2 (i) -  Fx ~ a)

Generalizando; Si F: [0,+oo> -> R, es una función de clase A, tal que: 

a la función F(t) se expresa en la forma siguiente:

F ( 0 -  •

Fx(t) ,, si o A A

F2(/) . , si a, < t < a
, SI a2 <t  < a

^ ( 0 , , Sí í > a » - i
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Luego a la función F(t) se puede expresar en términos de la función escalón 
unidad.

F(t) = Fx(t) + (F2{ t ) - F x{t))ti ( t - a l )+(F3( t )~ F2(t))fi (t - a 2)

+...+(Fn( t ) - F n_l (t))n ( t - a n_j)

Ejemplo.- Escribir en términos de la función escalón unidad, la función.

F(t) =
j r  , si 0<t <2 
14/ , si t >2

Solución

Ejemplo.- Encontrar la Transformada de Laplace de la función que se muestra en la 
figura.

Escribiendo la función en términos de la función éscalón unidad se tiene: 

F(t) = k[ n  (t - a) - n  (t - b)] y su Transformada de Laplace es :

k 05 k e
L{F(t)} = k L{ n  (t - a)} - k L{ /x (t - b)}=—^-------— —

s s

L{F(t)} = - ( e ~ as- e bs)
s
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.4 Función Impulso Unitario ó Función Delta de Diroc.-

Consideremos la función f e ( 0 ,  definido por:

i
— S Í  0  ú  t < E

f s i o A E

[° S Í  t  >  E

donde e > 0, y que es muy pequeño. Su gráfica es:

i
Wt)

i

M

1

s

0 t

A la función f e {t),  así definida se le denomina función impulso, y cuando 

e -*0, la altura de la región rectangular sombreada crece indefinidamente y la base 

decrece, de tal manera que el área siempre es igual a 1, es decir:

A  =  \ ¿ ' U ) d t  =  \

a la función 8 (/) = lim f e (t) se denomina función impulso unitario o función8 —>0

Delta de Dirac, otra forma de definir la función 8(t) que frecuentemente es 

empleada en electrónica es: 5(0 = lim ~ ( n  (t) -  n  (t -  e ))
e-»0 £



Ahora calcularemos su Transformada de Laplace

L { f .  (/)} = \ \ - s' f A t ) d t = J V - / . ( o * + J V ' / . í o *•'O »o *#

"  e "  /* e"“
= 1  dt = - ------ / -= - ------ HJo e e j ' o  « í Sí

l - e
es

como S(í) = lim f e(l) => L{5(t)} = lim L{f„(t)}
£ -> 0  e—>0

l - e ' se
■ = lim = 1

8 —>0 £  S  8 —>0 S

L{8(t)} = 1, además L{S(t -  a)} ~ e"

2.5 La Función Gamma.

Es una integral paramétnca definida por:

r(n) 5= í  ¡i” le udp 
Jo

Esta integral es convergente para valores positivos n > 0, y para valores negativos 

n exceptuando los valores -1,-2,-3,-4.,., a la función Gamma también se denomina 

función factorial y se aplica en las ecuaciones diferenciales que admiten soluciones 

por seríes infinitas.

Su representación gráfica es:
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En la siguientes tabla se indica algunos valores de T(n) donde 0 < n < 1, 

calculados según (1) mediante series infinitas.

N 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
T(n) 9.5 4.59 2.99 2.22 1.49 1.30 1.16 1.07

La integral T(n) = le tld[i , no define ningún valor n = 0, pero define los 
•"o

valores de T(n) para todos los números reales de la siguiente forma:

r(n ) = (n - l ) r ( n - l )

2.6 Propiedades de la Función Gamma.

1. r(n  + l) = «r(n), V n > -1

Demostración
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r(n  + l ) = í  e ~ " = í / j ne~,ldii= lim P  u'
•'O •'O p - + +  oo»0

integrando por partes:

= \dw =n/ jn~1dn

[dv = e~udn  |  v = - e ~ >t

r(n  + l)=  lim [- f i ne f Pn + n \  n"~le~fidfi]/?-»+QO 0 0̂

CP m+W
= lim - p ne~p + lim «I p n“ e~udp = 0 + w| p n~xe~

p-~>+ 00 P~>+ QO •*() Jo

.•.r(n+ l) = nr(n)

2. r (n + l)  = n! , Vn e Z+

Demostración

Aplicando repetidas veces la propiedad (1)

T(n +1) = «r(n)- n ( n - l)r(« - 1) = n(n -  l)(n -  2)r(n -  2) 

= n(n -1 )(n -  2)(n -3)...(»-(«- l))r(l)

= n(n - 1)(« -  2)(n -  3)... ,3.2.1 T(l) = «r(l) = «!

Poo f  00
Observación. T (l)=  = e _/Jrfu = l

Jo Jo

• r ( i )  = i

Por definición de función Gamma se tiene:

.•. r (n + l)  = »!
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r+oo 2 y7i
2.7 Teorema. Demostrar que: e“  du = —̂ ~

Demostraclán

\ p  -  X 1 \ p  -  2Consideremos: /„  = I e * dx= I e y dy
p Jo Jo

y sea /  = lim 1 p , el valor de la integral.
p —> 00

Luego I 2P =(jPe x dx)(\Pe y dy) = JPJPe x y dxdy 
0 •'o 'o ■'()

I 2p  = JJ e (x +y 1dxdy, donde Rpes el cuadrado o ABC, de lado P

Sea /?] la región en el primer cuadrante, comprendida por la circunferencia de 

radio P. es decir : JJe~{x +y )dxdy y sea R2 la región en el primer cuadrante,

comprendida por la circunferencia de radio -J lP  es decir: JJe ( * ' + y  

*2

Luego : JJe <x +y *dxdy < I 2p < J*J*e dxdy
Rl *2
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por medio de coordenadas polares (r, 6) se tiene:

(P  r2 ,  t P  2Jo % e r rdr)de<I2p ^ o (JV' rdr)dQ

r A i - e ~p2 2 r/2\ - e -2pl
— z— dO < I  p <    de

Jo 2 p Jo 2

-  n ? / t  7 _■*— ( l - e  '  ) < /%  < — d - e " 2/? ),
4 4

tomando límite cuando p—>+», se tiene:

lim — ( l - e  p )<  lim I 2p ú lim — ( l - e ~ 2p )
p—f+QO 4 P~*+00 p—*+K> 4

n 2 it i fñ
— á  I  < — de donde se tiene I  = -----
4 4 2

. f+a> V  , V*
" J .

Ejemplo de aplicación.

1 r -
Demostrar que: T(—) = Vtf

2
Solución

Por definición de la función Gamma se tiene:

r+» , 1 f+K. i i*+a> ..
n » ) = |  Mn e , de donde: r ( —)=  / iT e udyi= i i~^e~ud¡i•0 2 Jo Jo

Sea n = x 2 => dft = 2xdx

cuando x — 0, ¡j  = 0 y cuando x -> + oo; fx —> + *>

1 f+o° i/ „ r+® , 2 f+oo 2 Sj(  —
r ( - )  = I ¡i e pdfi=  I x e  .2xdx = 2 \ e dx = 2(----- ) = -Jñ

l  Jo Jo o 2
1

2
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2.8 La Función Beta.

A la función B : R x R + —» R,  definida por la integral

B(m,n) = f  l dn
________ Jo_______________

donde m > 0, n > 0, se denomina función Beta.

2.9 Propiedades de la Función Beta.

1. B{m,n)=B{n,m)

Demostración

Por la definición de función Beta se tiene:

B(m,n)=
Jo

fi = 0 , z=  1
sea Z  = 1 -  n  => dz = ~d¡j. , además cuando

fX —  1 ,  z  —  u

B(m,n)=[ 1 n m-¡ (1 -  fi) ”_1 dn = - ¡ ° z n- l ( l - z )m-1 dz 
Jo Jl

= f z " '1 ( 1 - z)m_1 dz = B(n,m)
Jo

2. B(m,n) =

B(m,n ) = B(n,m)

r(»Q.r(n) 

r(m  + n)

Demostración

Por definición de la función Beta se tiene:



B(m,n) = j V - ' í l  - t i ) n- ldti 
Jo

sea g(t) = f  ¡T x( [ - n ) n 1d f i , calculando su Transformada de Laplace se tiene: 
Jo

por el teorema de convolución.

i ( * « »  -  r w n » ,  - r M r w . - i

Sm+n r  (ro+n)

g(Ó = J V 1(1-A0  "-1 du  = / m+"-'Jo r(m +n)

Jo r(m +»)
. r(w )r(«)

B(m, n) = -------------
T(/n+n)

f’/i 2«-i i r(m )r(n)
3. 1 sen 0.cos 0 dO = — B(m,n) = -------------

o 2 2 T(m + n)

Demostración

De la propiedad (2) se tiene:

Jo T(m + n)
2 dz

sea z  = eos 9 => dz = -2  eos <9 sen QdO => sen0 cos0 d0 = -----
2

cuando 9 = 0, z  = 1; 0 = y , z = 0

J^sen2" -1 0-cos2"-1 0 ¿0 = í^ s e n 2m"2 0.cos2"“ 2 0.sen0.cos0 ¿0•»a •'n
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t'A
= I (1-c o s 2 0)m~l (eos2 8)n l xnQ.cosQd9  

Jo

1 f°n .«-1 n-\ ,  1 f> , vm-l n-1 . 1 , T(m)r(n)= — I (1 -z ) z dz = —J (1 - z )  z  dz = — B(m,n) = -
2 1 2 0 12 2r(wi + n)

f ’A 2n—i  ̂ r(m )r(n)
.■.J sen 0.cos 6 dd = — B(m.n) = -------------

0 2 2T(m+n)

2.10 La Función de Bessel.

La ecuación diferencial de segundo orden de la forma

t ly"' (O + ty'(t) + ( t2 -  p 2)y(t) = 0 ... ( 1),

se llama ecuación diferencial de Bessel de orden p, con p > 0 .

Ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias al rededor del punto t = 0, 

el cual es un punto singular regular.
oo- oo

Sea y ( 0  = t p ^ lant k = ' £ áant k+p , p7> 0
-  *=o *=o

calculando las derivadas correspondientes se tiene:

00 oo

v’(0 = 2 > + / > ) « t í*+/’~1 . y y " ( t )  = Y d(k +p)(k + p - i ) a k t k+p~l
k =o *=o

ahora reemplazando en la ecuación diferencial dada

t 2' ¡ ¡T (k +p)( k+ p-l )a i t k+p-2 + t ' £ ( k + p ) a i l i+p-x +( t2 - p 2j £ a kt k+p = 0
k =0 K=0 *=0

¿ ( k  + p){k + p - 1 )ak t k+p + ^ ( k  + p )ak t k+p + ¿ a *  t k+p+2 akp 2t k+p = 0
*=0 K= 0 t=0 *=0
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£ | (  k + p )2 - p 1]ai tl+p + Y ,a l tlí+p+1 =0
* = 0  Af=0

poniendo en una misma potencia a t

OO oo
' Z l i k  + p ) 2 - P 2]akt k+p + ^ i ak_2t l+p =0  
k =0 K =2

poniendo los inicios iguales

OO 00
(P 2- P 2)a0t p + (2p+\)axt l+p + (k + p ) 2- P 2]akt k+p + £ a

k=2 K = 2

00
(2p+l)a1í l+p+ ^ 1 ^ +2pk)ak +ak_2]tk+p = 0

k=2

\(2p  + \)ax = 0

l(* 2 +2 pk)ak +ak_2 = 0

at>k — 2 => a2 = —■

í«i = 0

~ ~  k 2 +2p k  ’ V k* 2

2 ( 2 p + 2 )

a \k = 3 => a ,   = 0=> a , = 0
3(2/7+ 3)

a 2 , ,,2 a oA = 4 => a 4  --------------- = (-1)
4(2/>+4) 2.4.(2/7 + 2)(2/7+4)

£ = 5 => a ,   = 0=>a, = 0
5(2/7+5)

¿ = 6 => a , = ---------------= ( - 1)
6(2/7+6) 2.4.6(2/7 + 2)(2/7+4)(2/7 + 6)



«M-l = °  * V * ^ l

a  _2________________
2* 2.4.6.S...(2k)(2p + 2)(2p+A). . . (2p+2k)

(-1 )*« o
2.4.6.8...(2£)2* (p+\) (p+2)(p+3) . . . (p+k)

U 23A5. . .k .2u  (p+l)(p+2)(p+ 3). . . (p+k)

(~1) *o
z* -------------   .k\-2 (p + l)(p + 2)(p+3). . . (p+k)

oo CQ (  \ ^

v(0  = t p X a *'* = X  2*---------------2-------------- '
H Í t ^ k l 2u (p + l ) (p+2) . . . (p+ k)

(í) = y ________ (~1)*flo_________ t 2t +P
i=0t t 2n  (p+l) (p  + 2) . . . (p+k)

consideremos an = — —   se tiene:
2pT(p + l )

( y . ______________
^  h k' l Pl U n p + l ) ( P + l ) ( P + 2) . . . (p+k)

yU) = Y  —  (-> 2*+'*=0 k\T(p+ l )(p+l)(p  + 2). . .(p+ k) 2
ñ

Esta función es una de las soluciones linealmente independiente de la ecuación 
diferencial de Bessel y es llamado “Función de Bessel de orden p y de primera 
clase” y denotaremos en la forma siguiente:
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j (t) = y ----------------------^ ------------------------ (- ) u+p
f ^ J { k  + \)T{p + \).(p + \)(p + 2 ) . . . { p + k y 2 ’

a. Deflnidón. A la función de Bessel de primera clase y de orden n, denotaremos 

por J„U) y  es definido por la serie.

^ * ! ( *  + » ) ! r  2

si n = 0, se obtiene J 0(t) = X  r ( —)2*
*=o(* 0  2

Llamada función de Bessel de orden cero.

Observación. Se ha obtenido una solución linealmente independiente.

■>,«> -  í  —  f - V * 'Í J r ( í+ i ) n p + i ) . ( p + i ) ( ? + 2)...(p+ *) 2

se sabe que: (p + l)r(p+l) = T(p+2) 

(p+2)r(p+2) = r(p+3) 

(P + 3)T(p + 3) = r(p+4) 

{p + k)T{p+k) = r(p+k + \)

de donde:

p f ^ T ( k  + \ ) n P+k + \) 2 p f ^ k \ { p  + k)\ 2
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La segunda solución lineahnente independiente de la ecuación diferencial de 
Bessel es:

j  , r, y 1 ( - 0 *_________ak-p . , ,n  y  (-1)*
-” n  § r ( ^ + i ) r ( Á r - / 7 + i )  2 - ' ( )  ^ K ( k - p ) \  2

Observación. Las funciones de Bessel de mayor utilidad son los de orden cero J 0(t) y 
las de orden uno, j , (t ) y son expresados así:

Propiedades de la Función Bessel.

J_„(t) = ( - l ) n J n( t ) , s i n e Z +

at

^ { r nJ n( 0 } = - r nJ n+l(t)
at

2 n
2- ^n+\ (0  = J„U)~

t

4. n -  0 ,

6. yB_ ,( r ) -y „ +1(í) = 27¿(r)
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-̂ o(')= ~t(~)2* y 4M-Z- ,! -- (~)2*+1 t t  (k ' .y  2 £ ¿ k \ ( k  + 1) 2

el gráfico de estas funciones es:

b.

1.

3.

5.



7- JX ( t)= i í sent 8' J- % ( t>=J ^ cosr

[HT sen í -~<~í V 1
9’ •/ ^ (0  = J — (— - co«0  10. e 2 ■ = 2L,Jn(tyun

" «=-00

Se conoce con el nombre de función generadora para las funciones de Bessel

Ejemplo. Hallar L{J0(t )} , donde J0(t)es la función de Bessel de orden cero.

Solución

tn t 2 t* t 6
J„(t) = (1— , _ +...)

2"r(n+ l) 2-(2n+2) 2.4.(2»+2X2n+4) 2.4.6(2n+2X2n+4X2n+6)

í 2 ’ r4 r6 r8

■/ ° (,) = l ' F + 2r 4r - ? 7 r 6r +  22.42.62.82 " ‘"

t 2 r4 í 6 r
L { J 0( t ) ] - L { l  2 2 + 2 2A 2 22.42.62 + 22.42.62.82 " í

1 2! 4! 6! 8!

,  22.j 3 22.42.j 5 22.42.62.s7 22.42.62.82.s9

1 1 1 , 1.3 1 4 1J5 1 135.7 1 ,
- l ' - ' l V + 2á V  - I T e V , + m S Í (7> - - 1

i i

s V í2 + i

. - . i {y0(0}= -  1
/ r + i
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Ejemplo. Calcular Z,{-—

Solución

f Ví 2 + i

¿ l 1 J b (0 } = { " ( - -  r !.— = Un /x -  ln + V ^ 2 +l|l/
? J* »  V ^ 2+i

= *  f 2 > / ;  = 0 - ln(— r r = r ) = »«(f ^ 4 ± i )ti + ^Jn +1 í + Ví +1

... ¿{2^ í í ) } = lni V Z H

Ejemplo. Demostrar que: J°° í 2 70 (/)<* = -1
0

Solución

Se sabe que ¿{ J 0 (<)} = -r  -1—  , entonces
-v/J2 +l

, , d 2 1 3« 1
£{' /n  (0 } = ( - 1) — T ( <------- ) = — :------- V -  — :-----v0W / (5 +1) (5 +1)

Ahora aplicando la definición de transformada de Laplace.

f+°° , 3s2 IJ e - " t 2J 0( t )d t= —  y - —  y ,
® (5 +1) ( 5 + 1 ) ^

tomando límite cuando s—>0

lim .  " t 2 j 0 ( t ) d t  =  l i m (  23 s  ¿ ---- y — y )  = 0  - 1 = - 1
í -+0 0 i -»0 (5 + 1) “ (5 + 1)

f 00J„ * ' i->U (.

.-. \  ™ t 2 J 0 ( t ) d l  = - \
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2.11 Ej ercicios Desarrollados.

1. Muestre que la función F(t)cuya gráfica es la onda triangular que se muestra en
1 Sla figura, tiene como transformada de Laplace L{F(t)} = —  tgh(—) ■

s  2

Si t e< 0,1 >=> i», = 1 ■=> F ( t ) = /

Si t €< 1,2 >=> m2 = -1 F(t)  = 2 — t

(t, si / e < 0,l>
Luego F(t)  = •! ’

[2 - 1, si t e<  1,2 >

donde F(t) es periódica de período p=2

f Pe“ F(t)dt  f 1 e - ’, F(t)
Jo Jocomo L{F(0 } = -

l - e  ps l - e '
dt

l - e  2 s s 2 10 s s 2 s '*

l - e
1 e~U - 2e~s +1 l - e  
-2í í 2 ) -  2 r r - = - r t8h < j)s  (1 + e  ) 5 2
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s ¿

e' -  e ' e 2' -1  l - e  21 
Nota. tg h t=  = ^ 7 - 7  = 7 7 - ^ -e + e  e +1 1 + e

2. Hallar la transformada de Laplace de la función periódica que se muestra en la 
figura.

Definiremos la función periódica F(t) donde el período es p = a, 
t e [0 ,a] ^  m = tg 9 , luego la función es: F(i) = t. tg 9 , con período p = a.

si

Ahora calculamos la Transformada de Laplace de: F(t) = tg 9.t

L {F ( t ) }  = L {T g 0 . t }  =
e~s' tg 6. tdt Jo__________
l - e

tgfl
1 ■ rJo

tg 9 te
,  - a s  ^1 -  e s

s í - s te . o  1 as —ase /a tg 6 l - e  - ase
) /o  = 7 - ^ r ( ----------2---------)s  u l - e  s

t g O ( l - e “ s -  ase~as 
• = (1_— - )
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3. Si F (/) = / 2 , 0 < / < 2  y  F(1 +2) = F(l)  hallar L{F(t)}

Solución

Graficando la función periódica de F(t) se tiene:

 —  )e~2’ / 2! - 2 s { 2 3 / ol - e  s  s s u

2 - l e  - 4 s . e  - A s e  2s
••• L{F(t)} = —  i %------------

s 2( l - e 2’ )

4. Determinar la transformada de Laplace de la función F(t) definida por:

fl - t  , t  <7T

} = }|senr| , t > n

Solución



F(t)

\  / \  1 \  1
\ /  \J \  ty \ /  \j \  / y

0 \
\  *\

\ ln I3n ¡4n 5 n t

La función F{i) = |sen / | , es periódica de periodo p = n

J'+OO riz ñ+oo
e~st F(t)dt = e~s'F(t)dt+ e s,F(t)dt 

o Jo «y

flt J*+OD
= J ( l - / ) e ^ 'd í  + J e~s'\$ent\dt

= f (1 -  t)e~s'dt +---- ~—  í e s‘ sen/ dt -  f e~" sen/ rf/
Jo i _ e“ro Jo Jo

e ’ ”  í -1  l - e " ”
-  ~ i s ( / r - i ) + i i +  ~ + ’

e -® + i
í 2 ( l + r ) ( l - e " B) í 2 +1

e~m í -1  l éT”  + 1
=  2 [ í ( / T — 1 ) + 1 ) +  2 +  2 I ~  2 1í  í  í  +1 í  +1

e ” í - 1  e~"
L{F(t)} = — [ í( ;r-1) + 1| +

s í  í +1

5) Hallar L{/-[|/|]}

Solución

Graficandola función F(t) -  t -  [l/ll
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L{F(t)} =
Í \ - F w ,  ¡ y , *  ,

l - e -7i l - e l - e /:

1 e~s e~‘ 1
T ~ t K—7--:r>“(0“Tr)l1—e * s s

1 , 1  * + 1 1 -  ( j  + l)e~*
1 * „2 „2 e J „2 /•l - e  j  .v j (1 —e )

«) Hallar Z,{F(/)} donde F(t) = | eos t - sen 11, es una ñinción periódica de 
periodo T = n.

Solución

cosí-sen/ , si 0 < t < — 
4

se n /-c o s í , si — < / < tt 
4

F{t) = |cos/ -  sen/| =

f  e~aF(t)dt f  e 3' |cos/-sent\dt 
*0 JoL{F(/)} = - l - e ■Ts 1 - e

t  •'

= -— — Ij Ico s /-sen t\e~s‘d(+]  Jco sz -sen /le  "  dt\
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= ------— I e a (co s t-se n  t)d í+ \ e "  (sen í - c o s í )  rfí|
l - e  Jo »ff/4

1 y
1 e  , j í

í-r  (sen í e o s  í + .v. sen í+ co sí) /„
1 + J ' °

1 fff/4 rn

e ¡k - ,
+  5 - ( j .c o s í - s e n í - s e n í - c o s í ) / .y

1 + j 2
1 / -  i

= T  »  j- (2v 2 e~4Í + ( s - l ) ( l - e ~ ,B))
( l - e  )(l + .v )

•• I{F(í)} =
( l - e - ^ X l  + í 2)

7) Hallar ¿(F(í)} donde F(t)= | sen t i .

Solución

Gradeando la función F(t) = | sen 11.

La función F(t) es periódica de periodo P = n, ahora aplicamos el teorema para 
calcular la transformada.

1 f* , 1 + e
¿{sen í } = -------—  I e sen td t  = --------   r -

l _ e-*  Jo ( l - e “ )(l + s )

.■. I{|sen í|} =
l + e^”  

( l - e ” )(l + í 2)
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Encontrar la Transformada de Laplace de la función que se muestra en la
figura.

A la función F(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad.

F(t) -  k(fia ( t ) - n h(t)) son transformada de Laplace es: 

L{ f t t ) }  = kL{iia( t ) } - k  L{»„(t)} =-s {e~ttS - e  hs)

L{F(t)} = -^{eXas- e hs)

Hallar la transformada de Laplace de la función mostrada en la figura.

Solución
Definiendo la función F(t) se tiene:



FU) =
t , para O < t < 1

[1 , para t > 1

f+QO fl /*+ 00
L{F(t)} = e s,F(t)dt = f / <?-" + í ¿ " d i  

Jo Jo Ji

= (-
íe  « e~s< / 1 „ /oo

. / - c y
/O  /  1

••• W 0 } =
l - e

También la Transformada de Laplace de F(t) se calcula expresado a F(t) en 
términos de la función escalón unidad, es decir: F(t) = t - (1 - 1) p  (t -1 )

L{F(t)} = L{t + ( 1 -  t)p(t -1)} = L{t) + L{p(t -1)} -  L{t p(t - 1)}

1 e s d  1 e~“ d ,e~s 1 e~s
=— +—— + ~r L { p ( t - 1)} =— +---------+ — (-) = 2------ Ts s ds s 2 ,v ds s s s

l - e s
••• L{F(t)) =

10) Hallar la transformada de> la figyt#
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Solución

Definiremos la función F(t)

S i t e  [0,1>=> F(t) = 0

Si t e [2,4> => F(t) = 4 - 1

S i t e  [1,2>=> F(t) = 2t - 2
luego: F(t) =

0 , si t e [0,l >

2/ - 2  , si t e [ l ,2 > 

4 - t  , si t e[2,4 > 
0 , si i>  4

Si t > 4 => F(t) = 0

a la función F(t) expresaremos en términos de la función escalón unidad.

F(t) = 0 + (2 1 -2 -0 ) ^ ( t -  l) + ( 4 - t - 2 t  + 2) //(t -2) + (0 -4  + 1) /v (t-4 ) 

F(t) = (2 t- 2) /i(t -1 ) + (6 - 3t) / i ( t - 2 )  + ( t-4 )  / i ( t -4 )

F(t) = 2t |i (t -1) - 2 ju (t - 1) + 6 /i (t - 2) - 3t /i (t - 2) + 1 |j (t - 4) - 4 /j (t - 4)

L{F(t)} t t 2 L  L{n(t - 1)} -2 L{n{t - 1)} + 6L{f¿(i-2)} + 3-^- L{n(t -2 )}
ds ds

■— L {n ( t -A )) -A L {n ( t-A )}  
ds

ds s s s ds s ds s
e - A s

s

2e~s 3e~2s <T41
— ;---------;— + —t-

e 4s - 3 e  2s + 2e 1
••• L{F{t)} =

Hallar la Transformada de la Laplace de la figura



o 1 2 3 4 5 6 7

Solución

Definiremos la función de acuerdo al gráfico

m =

0 , si 0<t <1

  , si 1 < / < 3
2

4 - í  , j i  / < 4 
f - 5  , si 4 < t  < 5 
1 - t
  , si 5 < t < 7

0 , si t > l

Ahora expresaremos a la función F(t) en términos de la función escalar unidad, que 
es la fórma mas simpliñcada.

F(t) = 0 + (— ^ ~ 0 ) n ( t - l )  + ( 4 - t f i ( í  -3 )  + ( t - 5 - 4 - t ) n ( í - 4 )

F(t) = 1) 1  H(‘ -  3) t n  it -  3) + 2m(x -  4) -  9/i(t -  4)
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d e~s 9e~3s 5 d  d
L{F(t)} = ~ — L{p(t -1)} L{p(t -  3)} -  2 —  L{p(t  -4)}

ds 2 s 2 s 2 ds ds

9e~4s 17 e~5s 3 d  7 e~ l s  d
 + —  ----- +——  L{u(t - 5 )}— --------— L {p{t-1 )}
s 2 s 2 ds M 2 j  ds

d e~s 9e~Z s - e ~ s + \ l e ~ 5s - l e ' 1* 5 d ,e~ 3\  ^ d  ,e~*s
=  ( ) +  + ----- (—— ) + 2— (-------- )

ds s 2 s 2 ds s ds s

3 d e~Ss d  e~ls-  ) +  —  ( - -------- )
2 ds s ds s

e s 3e"3í 2e~4s 3 ,-5 * e~ ls

1
ro N> 2 s2 s2 2 ' 2s s

e~s - 3 e - ly  + 4 e_4í - 6e “ 5‘y +2e~l s
••• L{F(t)}---------------------------- T

2 s l

12) Calcular ¿{ |r-¡í-2 ||}

Solución

Definiendo el valor absoluto en la función F(t)  = |í - 1/ -  2|

2 - 1 , si t < 1 
F{t) = ■ 2 í - 2  , si \ ú t  <2 

2 , si l >2
a la función F(t) = |r — jr — 2|j, expresaremos en términos de la función escalón 

unidad.

F(t) = 2 - 2t + (4t + 4) / í ( t -  l) + (4 -2 t) ^  (t - 2)

L{F(t» = L{2 - 2t + (4t - 4) p  (t -1 ) - 2(t - 2) p  (t - 2)}
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2 2 _ „ -2f t i.* 2 2 . Ae~s 2eTu=—— y + 4 e _,Z.{f}-2e £{f} = r _ ^ - + _ _
.y s* s s“ s ‘ s2

2 2 4e- í  2e-2 í
2 2.y .y í

4 - M > - 7 ~ j +

13) Calcular Z.{3'

Soluctán

Z.{3'}=¿{<?,ln3} = - '
s -  ln 3

í 1 , si t >2 
tam bién/i2(f)= / i (,_2 )= | 0  ̂ 5J. , < 2

ÍO , si t <2
»2(t) = n  ( t - 2) = j ,  > s¡t>2

e -2(.y-ln3) 
¡A* A l t ) ) .  t _ —

14) Calcular L{te ' sen 4t. p ie '  -3)}

Solución

Analizando la función escalón se tiene:

/i(e ' - 3 )  =
ÍO , si e ‘ - 3 < 0  ÍO , f i* < ln 3  

1 , si e' - 3 k 0  U • »  ' *  to3
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H(t -  ln 3) =
0 , si í - t n 3 < 0
1 , si r - l n 3 ^ 0

Luego de (1) y (2) se tiene j¿(e' -3 )  = fi(t - ln 3 )

Si F(t)  = t e~' sen 4t.n(e '  -  3) = t e~‘ sen At. n(t -  ln 3), entonces 

L{te~‘ s e n 4 - 3 )} = L{te~' sen4 /./i(/-ln3)}  

ahora mediante la propiedad de Transformada se tiene:

¿{sen 4r. n(t  -  ln 3)} = e~s '*3 ¿(sen(4r + 4 ln 3)}

_ ln 3.sen(4 ln 3)s + (4 ln 3.cos4 ln 3 + sen 4 ln 3)s2 
s 2 +16 +

(8 cos4 ln 3 -1 6  sen 4 ln 3)5 +16(4 ln 3. cos4 ln 3 -  sen4 ln 3) 
+ ( j 2 +16)2

15) Calcular L { íV '/ / ( | '2 -  7 |-2)}

Solución
Analizando la función escalón se tiene:

= e ,ln 3 ¿{sen4í. cos4 ln 3 + cos4t. sen 4 ln 3}

_ j l n 3 4cos41n_3 sen(41n3).s, 
j 2 + 1 6  s 2 + 1 6

d
L{t sen4r. u(t -  ln 3)} = — — I{sen4t. jr(t - ln3)}

Wpds

d  _ j  tn 3 ,4  cos4 ln 3 + sen(4 ln 3)5
)1

5 2 +16



/í( |í2 - 7 | - 2 )  =
0 si |í2 —7j — 2 < 0

1 si |r2 - 7 | - 2 ¿ 0

si |í2 -  7Í < 2 => -2  < í 2 -  7 < 2 => 5 < í 2 < 9

5 < t 2 < 9 o 5 < ( ‘ A i 2 < 9

o (/ < —>/5 v  i > V5) a  —3< i < 3 

-3 <  i < - ~ j 5 v j 5 < t  < 3

si |r2 — 7j ^  2 <=> í 2 — 7 > 2 v t 2 -  7 £ -2  

O í 2 S 9 v í 2 ¿ 5

O í S 3 v í á - 3 v - V 5  5

Luego la Transformada de Laplace de / í ( | í 2 — 7| — 2) existe en 

■Js < t <3 y t ¿ 3 entonces:

p ( |r2 - 7 | - 2 )  =

1 , si 0 ¿  t á  V5

0 , si •Js < t< 3
1 , si t t  3

2 -  7| -  2)} = J ” e 'st /i(|r2 -  7| -  2)dt 

= 12 - 7|-2 )¿*  + - 7 | - 2 ) < ¿ r  + J % " / z ( | í 2 - 7 |

. /■<*
e ^ r f í  + O + f  e~tídt = 

o J3

0 ú t < j 5  ,

- 2 )<*
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^ 2  - 3  s  ia e e 1
¿ { í 2 4 2 - 7 | - 2 ) }  =  ( - 1 ) 2

d , ( S s  + \)e~^s -  (3s + l)e~3í +1„
~ d s{ s 2 }

9 s V 3‘ + ((6 -  2yf5)s -  5s2 )e ^ s -  2
s3

16) Calcular L{tn'2t cos/.sen í./i(/-4 )}

Solución

t n - 2 t

Sea F(í) = tn '2t cosf.senf./i(r- 4 )  = —-— sen 2 f.//(í-4 )

t e - 2\ax.t sen 2 / . / j ( r —4)

= 2

L{F(t)} = - i  ¿{/e'2ln?rt sen 2t.fi(t -4 )}  

e'4s
= — I{ r/+ 4 > '21n”r,+4', sen2f/+4;} ... (1)

I{(/+4)sen2(r+4)} = ¿{(í+4)(sen 2/.cos8+sen8.cos2/)}

= I{4(sen2í.cos8 + sen8.cos2/))+I{í(sen2í.cos8 + sen8.cos2í)} 

—— ¿(eos 8. sen 2í + sen 8. eos 2t)
s2 +4 ds

8cos8 + 4s.sen8 4cos8.s + sen8.s2 -4 sen 8  
 j ' +-- ------------5------ 5------------ — (2)

s + 4  (s +4)
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8cos8 + 4 sen8( s + 21n 7r)
Z,{e (í+ 4 )se n 2 (/+ 4 )} ------------------ 2 -----

(s+ 2 \n n )  +4

+ 4 cos8( í + 21n 7r) + sen8(s + 21n^ )2 -4 se n 8  

(s + 2 ln x )2 + 4 ) 2

reemplazando (3) en (1) se tiene:

. e~^s ^ lm r 8cos8+4sen8(s+21n;r) 
L{F{t)} =    [------------------- K- -----------+

L (s+ 2 lnn )  +4

2
4cos8(j+ 21n^) + sen8(í+21nff) -4 s e n 8 ,

■ ■■ ■ 1 11,1 1 1 11    ™ ■ I
((í+21nw )2 + 4) 2

_ _  „ , ,  r2v cosh4u , n , , tt, , jt , ,
17) Evaluar: ¿{ I  sen (ju-----)cos(/i---- ) n ( n -----)dn)

i  n ?TjU 4 4 4
Solución

r2>*cosh4u
Sea

r2¿*cosh4u n n  n
/ « - K j  ~ sen(^ -  j ) cos(/i - ~ ) n ( p -  j ) d f i }  ...  (1)

cosh4// _„lnir e (4-ln*)^+ e -(4+l n ^

Jtfi ~ e ( 2 ) _  2 (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

1 r 2 „  e (4 - l> « )n  + e -(4 + l0 T )^  n  n

f ( s )  = ~ L {  J (-------------  )s&n2( p - —) n ( p - ~ ) d n }

= j \ L {  (e<4- ln*>" + e -(4+ln̂ ) sen 2(/i -  j ) d » }  -

- £ { / J ( e (4- |"”^ + e - (4+lnír)'í )sen 2( / / - j ) / / ( A í - f ) ^ } ]  - O )
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n n  n  _ ±
¿{ sen (/i-—)c o s ( /i-— )} = e * ¿{sen/j.cos¿<}

e 4Í e"
■ ¿{sen 2/i} = —j

+ e - (4+ln’t)'4) s e n ( / i-7 )c o s ( / i-7 )^ ( |i-Y )}  =

+4

•f(í-4+ ln« )

^ / r v r  (í _ 4  + ln ^ ) 2 +4

—J(í+4+ln»)e

( í  + 4 + lnff)2 + 4

¿ { f V 4- ln^  + e_(4+ln 71)11) sen 2(/i -  ~ ) m(M ~ T ) ^ í  =
4  4

= 5 , (.v -4+ ln ff)2 +4 + ( j+ 4 + ln w )2 + 4 , = gÍ5) W

L{C  (e<4'n *)fi + ̂ í4+'”'t)" ) sen 2(v  ~ ~ 7 )d» ) = \  «(f}
-7 (4 -4 + ln jr)  - j ^ + l n * )

l e 2 e 2
= 7 ,_ r --------------------+ ~ -------------------- • *” (5)

(— - 4  + ln;r)2 + 4  (—+4 + ln 7r)2 +4 

ahora reemplazamos (5), (4) en (3)

s
-7 (:r-4+ ln  ff) -7<7+4+ln»r)1 e 2 e 2

/ ( • * )  = T ^ | —  +■ 9
(—-4 + ln z r)2 + 4  (y + 4  + lnw)2 +4

e -7(i-4+lm) ^-7(y+4+lna:)

^ ( í - 4  + lnw)2 ( j+ 4 + ln w )2 + 4 ^
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Solución

18) Hallar L{cosr.lní.ó(r-;r)}

Aplicando la propiedad de la función Delta de Dirac para cualquier función 

continua G(t), se tiene: j\5(r -  a). G(t)dt = G{a)

e s cos/.ln í.5(í - n)dt =
o

f~2' fx r2y~v e~v sen2(v -4 )  ,
19) Calcular L{\ ( (-------  \----- - |/ ( v 2 -1 6 )dy)dx]

Jo Jo Jo v —4

e ^co s;rln jr = - e  '“ lnrr

Solución

. Cy e v sen2(v -4 )  , ?Sea F (y) =s    =------u(v -1 6 )dv
JO  ( v - á \ 2

r.v e v sen (v -4 )//(v  -16)rfv
L{F(y)} = ¿{I  ;— —2--------------}

.Jo (v -4 )

= 2 L{e 'V sen2(v -4 )M v ~ 4 )j ^
s (v -4 )

sen2(v - 4 )u (v -4 ) ,  _4í r sen2 v, -4S, s , , *y2 . ,2
(VJ , =  L' - e  í ( — » ■ '  (4 <7 + 4 ,+ a r“ 8 T

. • ■ e n ^ v - 4 ) M v - 4 )  -4, , , „ » +  _

( v - 4 )2 4 ( í+ 1 )2 +4 s + 1

reemplazando (2) en (1) se tiene:

e ( * , í  + 1, , (s + 1)2 x 2
— ln( 7----- ) + arctg —  ,
4 (í + 1) + 4  s + 1

L{F(y)} = — —  [—  ln( y —- ) + arctg— ] = H(s) ... (a)
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como L{F(2y)} = ± H ( ± )

L{CF(2y)dy} = -  L{F(2y)} = 2 - / / 2 )
Jo .y 2 s 2

L{ í “2' ( \ XF{2y)dy)dx} = -L {  \  2' ( fV (2y)dy)dx} ... (3)
Jo Jo Jo Jo

L{ f '(  í > (2  vKv)¿r} = - 2
Jo Jo 2.y 2

£ {  f 2' ( f > ( 2j>)dy)</x} =  4  ^ ( 7 ) -  W
Jo Jo s 4

de (a) se tiene:

J+1 (S + 1)2 2
H{s) = -----------1——  ln(-------- 5--- ) + arctg — 7]

s 1 4 ( s+ 1) +4 s + 11

. e~U+4) , í  + 4 . , (s+4)2 8 ,# (7 )  = 4 ---------- [—77— ln(~— 71— — J + arctg—— ] ... (5)
4 .y 16 (j + 4) +64 s+4

reemplazando (5) en (4) se tiene:

L{\ ( f F{2y)dy)d^ = \ e {l*i)\^-\T i(  (s+ ^  ) + arctg ̂ r l
Jo Jo s 3 16 (s+ 4) +64 s+ 4

j  j  f 2̂  e v sen2(v -4 ) ( /(v 2 -16 )donde F (2y)  =  ;------------- dv
Jo ( v - 4 )2

f00 p - í 2 1 J*+l20) Probar que: I x e dx = — T(—-—) , p>
Jo 2 2

Solución
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Sea z  = x 2 => d z ~ 2 x d x  => d x -  ^Z
l x  2 z 1' 2 

Si x = O , z = O y si x -> oo , z —► oo

—1/2fop J fao r Z 1 f*  r \
\  x e * dx -  [ z 2e z .—-— dz =—\  z 1 1e Zdz 
Jo Jo 2 2 Jo

1 f00 ¿±i_, . 1 » +1
■ i J . 2 e * - T r '— >

r  x Fe~x'dx  = i r C - ^ Ü )
Jo 2 2

_ ’ r „ , r ( l ) - l n í21) Probar que: Z,{ln í)  --------------

Solución

f “  -iSe conoce que r(n ) = /i"  e~Md/u, derivando con respecto a n

F (» )  = J  In/udfi , paran =1

JiOOe " ln f id f i  , haciendo p  = st
o

r ( l )  = í f  e í'(ln.v + lnf)<* = -?f e~st \nsdt + s [  e~st \n td t  
Jo Jo Jo

f V ' h u d r  = m _  = m . (¿ £ Ü H A
Jo í  Jo í  J  /  0

F (l)  , (Q lnJ r ( l )  lmv r '( l )  -  ln.r
í  .v .y í  ,v
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rn  , r ( l ) - l n í  
¿(lní} = — — -------

22) Calcular J  x me ax"dx, m, n, a > 0

Solución

Hacemos p  = axn => x n = — => x  = ( ~ ) Vna a

1 i -1 1 ,dx = — (—)" — ¿p 
n a  a

si x =  0  ; n  =  0  ; si x -> o o  , = »  ¿ i - >  oo

J'oo „ r» u  » 1 u  i  , 1 » 1 1 i_i f 00 s  .
x me~a* dx = (—)~e~*— (—)"_1rf/x = ( - ) "  — (-)■  I W

o Jo ya ’ an a . a n a Ka '  h

1 r  - u j  1 +
— r o r J »  *  " 6 dfi = ^ T r ( r ~ T ' )naT " J° n a ~  n

r°° » 1 m + 1
J x me ttX d x ----- 3 - n — )
Jo na ’ n

f - l ) ”n! +
23) Demostrar que: J^jr", (lnx),,<fc =   Jy¡+T’ n  G z > m > - l .

Solución

Sea lnx = -ju => x = e~fi => dx = -e~ >id/¿

Si x -*  0 , => ju —■> oo : s ix ->  1 , => ii~* 0 ♦

|V ( ln * ) " < & =  r  e ^ ( - p ) , í - ' , ( - ¿ íi) = n ( - l ) " / r " e - (M+1)̂  
Jo 'O 'O

116



dz
Sea (m + \)¡x = z => d \ i= ------

m + 1

/ i  =  0 , z  =  0 ,  / i - > o o  , z - > o o

dz
C x m(lnx)ndx=  f ( - l )nn ' e - ^ d n  = (-1)” f°°(—̂—) 
Jo Jo Jo 7H+1

• e “ *
m + 1

r e - ^ = _ í z i ) _ r
Jo ím + n "+1Jo(m + l)n+ljo (m + 1)"

e~zz (n+l)- ldz

( - I ) T ( h - H )  ( - 1) " . » !  +
B ,i  i » w g z  ,  m 1

(m + 1) (m + 1)

24) Demostrar que: ¿{<"}= » n > - l ,  s > 0

Solución

f00 -I { í" } = e~slt nd t , por definición de Transformada. 
Jo

x
Sea x = s t , s > 0 => f = —

s

« , ■ ) .  j v v * .  -  4 ¡ - -  - ¿ i - n » + 1,

,  u n

25) Demostrar que: L{t 1/2}

Solución
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Se conoce que: L{tn} =  ^

f ( r „ l  r ( 4 +1) I W 2) ( l
{  ]  . 4 +* s m

L{t~v2}

_ / tT

" V 7  V.v

26) Si s > 0 , n > l ,  Demostrar que:

t n+l 1 1 1, L{  } = r(n)(— + --------- + -----------+...)
\ - e ~ t sn (J + 1)” (5 + 2)"

Solución

Se sabe que: ——  = l + x + x 2+..., para |x |  <1 
1 -  x

— -  = l + e ' +e 21 +e  3'+ ... 
l - e

— = t" 1 + t n le 1 +t" le 21 + tn ’e 3'+ ...
l - e

,n-l
L{------—) = L{tn~x + tn- le~' + t n~xé~2' + t n~xe~2' +...}

l - e

= I ^ + _ E M _ + _ Í > ) =r(w )(4 + _ l _ +...)
s" ( Í + 1)" (s + 2)" í"  (j + l)

Vi
27) Hallar

Solución
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F(t) = s e n j t  =► F'(t) = ^ f i -  y F (0+) = 0
U t

¿{Cos _/ } = ,v Z,{sen V7} -  0 , donde ¿{sen VF} = KC
2-yJt 2 í

Pormedio de L{F'(t)} =  sL{F(t)}~ F( 0 * ), donde:

. r , COsV7, W 7  ,/4j íjT
• i{ i v r } ~ e = v 7

f i  x ^ ~ ^ d x  d  d x
28) Calcular y? =  , q > 0, — > 0 y deducir el valor de | —=

Jo V i - * ? « Jo v í ^ * 4

Solución

Sea l - x ? = z  => jc? = 1 - z  => x = ( l - z ) 1/?

dx = —-( l  - z )1 'd z , además x p 1 = (1- z )  ’ 
<1

Si x = 0, z = 1 y si x = 1, z = 0, entonces

f 1 x p 1 1 ü  i_j dz 1 fi
I ¡— = - ~ J  0 - ^ )  ’ “ = t J  2 o - 2)
° V 1- jc ? í  1 2 3ro

dz

= i f 1z ^ 1( l - z ) í  1dz = - S ( l / )  
q Jo q 2 q

,  r ¿ r ( ^ )  r  r ( ^ )
■ 1 (. 2 « ) - £ ( ■  q— )

_> £> 1 ? , ± + P
r ( T + . } 2 ? 2 ?
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para el caso f  . , se tiene p = 1, q = 4.
Jo V i- * 4

f  *  f  X »  , . I , ,  , n | , r ( l ,  V ^ r A

" V i - * 4 “ V i- * 4 4 2 4 4 r ( - + i )  4 r ( - i
2 4 4

Evaluar 1„ = J  (1 - 12)" dt

Solución

Sea ¿¿ = 1 - f 2 => - 2 t d t  = dn

d/i

2 ^ 1 - 7

Si t = 0, = 1 y si t = 1, /i = 0.

/„ = £  (1 -  í 2)" dt = 2 £  (1 -  í 2)" di = 2 J"  / in ( - T ^ = )  = j V  0  ~ ̂ >‘ U2 ̂
V ^

= £  (1 -  /I)*-1 du  = 5(« + 1, J )

r(»+i)r(l)  ^ r(, t l) 
r(«+i+i) r(n+|)

V 7»! »! 2 "+1.«!
-* n "

2  i n i )  (2"+.D (2« -1 ) 3 J_  (2n + l)(2n-l)...3.1
2 2 2 2 2 2 ' 2 " ' 2 '2



Í]
x p~x (1 -  x )q~x d x , Demostrar que:

<•00 mXfj

B (p ,q } = \  x AP+q\ x - \ ) q-xdx b) B (p ,q )= \  x pi ( l  + Xy (p+q)dx
h  Jo

Solución

Sea x  = — , cuando x —> 0 ; z —> qo 
z

cuando x -> 1 ; z —> 1

1 dz 
como x  = — => dx = — r-

2 ZZ

5 (^ ,9 ) = J ^ />- 1(1- x ) ’- 1í& = J 1- ¿ T ( 1 - V - 1( - 4 )*'0 ■'oo Z  ¿ Z

= l™zHP+q)( z - l ) q~ldz = l “x - (P+q){ z - l ) q l dz

B(p,q) = f ” x - (P+q)( x - l ) q~1dx

x z  , dz
Sea z = ------  => x  = -------- => dx = —  r-

1- *  z + l (z + 1)

cuando x -> O ; z -+ O y cuando x -+ 1 , z -> »

S (p ,« ) -  j V - 1 (1 dx

,  r , - i - , ' - ' ! ! — -<>*«>*
Jo z + l  Z + l ( z + l)2 Jo

- f v - ' o c + i r ^ *
Jo



j*0O
B(p< q)*\ x p- x(\ + x )<p+q)dx 

JO

31) Demostrar que f  #/(8 -  #/3) 1/3 d/j = n  
Jo 27

Solución

í 2 p (8 -  #/3 )m dp  = 2f  #1(1 ■- (^ )*  ) 1/3̂Jo Jo 2

Sea x = (-^ )3 => x 1/3 = y  => d p = —x  m dx

para #í = 0 ; x = 0 , #t = 2 , x = 1.

f 2 # / ( 8 - # / 3 ) 1/3rf#í =  2  f '  2 jc 1/3 (1 — jt) 1/3 — x ~ 2/3<¿r =  — •
Jo Jo 3 3 Jo

como B(m,n) = f  { \ -u )" ~ x du  entonces 
Jo

w i- l=  —  
3

n -1  = —
3

m = ■

4n = — 
3

,2 8 W  8 r ( | ) r é
f #1(8-# i 3)1/3^ a - f i ( - , - )  = - (  ■ i  - 3- )
Jo 3 3 3 3

3 3

8 r (4 )r 4 )  8 2 1 1
= ^— ^ -) = —r ( —>—r ( - )

3 r(2 ) 3 3 3 3

- -r(2)r(i - i)  - -(—í —) - í t l h .
9 3 3 9  n  27sen— 

3

f2#i(8 -# i3) 1/3d#j = 
Jo

íóVJ/r
27

x )1/3rf*
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32) Demostrar que: í  (t -  a)p (b - t ) qdt = (b ~ a )p+q+i B(p +  l,q + 1)

donde p > - l  , q > - l  , b > a .

Solución

Sea t = #/ + a => -t =  - p  - a => b - t  = b -  # / - a  

si t = a , p =0 ; t = b , j u = b - a .

f  (t -  a)p (b -  t)q dt = f p p ( b - a - p ) qdp ... (1)
Jtf 1 a

Lí
Sea x  = -------- => p =  ( b -a )x  => dp = (b -a )d x

b - a

Si = 0 , x = 0 , si p  = b - a , x = 1 

í  ( t - a)p (b ~ t )qdt = f  p p ( b - a - p ) qdp
*a

Jo

Jo

= ( ó - a ) /,+,tl f \ p ( \ - x ) qdx 
Jo

= (ó -  a ) /,+í+* f 1 x ip+l)A (1 -  x )(?+1H dx 
Jo

= ( b - a ) p+q+iB(p + l,q + l)

33) Dado f  —— dx =  — - — , Demostrar que T (p )F ( l -  p )  =  — - —  
Jo l +  x  sen p n  sen p n



Solución

tt  x  y  j  ¿yHacemos -------   y => x  =   => dx -= --------- t
l + x  1 - y  (1 - y )2

Si x -»  0 , y -> 0 ,y si x -> *>,y -> 1

j L = r ^ = f h _ J
sen p n  Jo l + x Jo j +_ y _  (1- y )u - / í 2

1 — y

■ f y p\ y ) d y 2 = ( y p-i ( i - y ) - pdy 
JoO - y ) /’ ( i - y )2 Jo

= ( y pX 0  -  y f - p)- ldy = B(p, l -  p)  = r̂ ) n ! ~ P)- = 
Jo T(p + \ - p )

sen/JTT

Mostrar que: f ( —+ p ) T ( - - p )  = n2 2 eos p n

Solución

Del ejercicio anterior r(/>)r(l — p) =■■ n
sen p n

r ¿ + / » j r ¿ - P ) = r ¿ + P)T{\ -  ¿ + P)) = *
2 2 2 2 1¿ ¿ ¿ ¿ sen{^ + p)n

_ , 1 - _ , 1 ÍT
r ( - + p ) n - -/? ) = ■

2 2 eos p n

r(/7>r(i -

n
eos p n



r°° cosjt k
35) Demostrar que:  dx    , 0 < p < 1

J° 2 T ( p ) c o 4 f )

Solución

i n /> ) (/?—i)?Expresaremos -  =

L  = {P. 1)1 = _ J _  L{tp X} = —  í°°e~ttt p~ldt
x p r ( P ) x (p- ' )+l r (P ) r(/»)Jo

eos* 1 r°° _,x »_! ,
    -----  e tp eosxdx
xp T(p) Jo

r f í í f E L -  n - L T e - V - W * ) *  -  J L r ^ í f e - o o s x * ) *
Jo Jo r ( / r )  Jo r(/?) Jo Jo

 —  f  V 'Z.fcOSJCjrfí----- —  f V _1 -y í—
r ( p )  Jo r ( / r )  Jo r 2 + i

dr

f ^ c o s r  . 1 tp
 dr = ---------  --------T d t

Jo xp r(p) Jo 1 + r 2

2-m
Haciendo z = t1 => t = z 1/2 => dt   dz

2

r* cosjr I f» z"/2 z 1/2 1 p z 2 1
Jo ^ r(/») Jo 1 + z' 2 Z 2f (p )  Jo z + l

P+l ,

dz

^ P )  m n í ,  j r W c o S P £  
2 2
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r® cosx , n
por lo tanto  ax  ------------------

Jo 2r (/, ) c o s ^

Calcular
J,

'  d t

0 (/ + l ) ^ r 14( l - í )

Solución

dt {u - '* n5( i - t r ™ .
— a tf1 ? ____ -f1

Jo ( t + i ) t f t u ( i - t )  00 í + 1

1 1-M , du
Sea u = 7—  => t = ------ => dt = -  - y

1 + t  U u l

cuando t 0 ; u-> 1 ; t -> 1 ; m - » - j

A ~ U\ -14/15 /•, 1 —Mx-1/15
1/2 V . ) U .. /f 1 dt f 1/2 u u (

,'0 (í + l ) ^ í 14( l - í )  1 — +1
u

-  r1(1- « )- i4/is(2« - i ) - ,/,5dk#
Jl/ 2

w + 1 , dw
Sea w = 2 w -l => u = —-— => du = —  

2 2

cuando u — , w -> 0 , u -> 1 , w -> l 
2

= ¡ \ i - u y w l s (2u - i y m sdu



= el (1 - wy ™ w - ™ d w  m _ r f  ±1 w ^ dw  

Jo 2-14/l52 21/15 Jo

15 15 2,/15rc—+—)
1 5  1 5

1 . r ^ i  "
21/15 15 15 2 1/15 sen(— )

1 5

f 1 dt _  n

(t + l ) ' ^ 14( l - í )  21/15 sen(— )
1 5

37) Calcular f  -— , a > 0 , b > 0.
Jo i -i- /*

i

*>t tt- xdt
o 1 + í*

Solución

‘bHacemos u = r  => t =1 + tb l - «

u ... 1 u i  , du1/*  J t _____ í \ h  1'  = (7 — ) => dt = - ( — — )1 - u  b 1 - u  ( l - u y

t b =-  => 1 + í*  = 1 —; ,1-M 1 — U 1 — U

cuando t ->0 , u - > 0 y s i t - » o o ,  u - > l

r — d t = r  (T~ “ ) --  - ( — )*-* du
Jo 1 + Í 6 Jo 1 b 1 — M (1 -M )2

1-M

127



1 f1 u h .u h~ldu 1 f1 u h 1du1 fi u * .u du 1 f1
b ‘'o n  _ „ \T m  b Jo(1- u )  » ( l -u )* _1( l - u )  ¿ J °(1 -« )»

. r(-)r(i —) . 
, 1 ( V  , l r(- )r ( i- - )  í _

* r ( -  + l - - )  b b b ó s e n ( ^ )  
b b b

f i A  V ^ T (-)
38) Demostrar que I ,____________

^ V T ^ 7  „ r (i ü |
2» 

Solución

Por definición B(p,q)  = í  x /,' 1.(1 -jc )? '¿ r  
Jo

Sea 1—x" =u  => x ” = 1 —u => jc = (1 - u )  

1

1 ¡n

-  —1 de donde dx = ~ —( l -« ) "  du
TI

Si x = 0, u = 1 y s i x  = .l,u  = 0

fi dx fO u) ’ 1(iu i f i x
I - / = J  —  m  = - J  « ( ! -« )"
0 V l - x "  1 u  n  0

1 f 1 ,/2 1 i  1 1 1 1= -  u (1 — u)" d u -----
n Jo v ’ n x2 n ’

du
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39) Verificar que f ^  dt = T(\ + p ) T ( \ - p ) , |p  | < 1 
Ji r

Solución

Seau = t -1 => s i t - > l ,u - > O y s i t - > o o ,u - » o o ,  entonces 

r® (t -  \)p r® updu
j  2 d t = r
Ji t ¿ . Jo (M+l)2 (1)

1 1 dv
Sea v =   => 1 + u = — => du = - ~ r

1 + M v v (2)
si u - >  0 , v = 1 y  si u -> oo , v = 0

f°° updu f° 1- v  „ , rfv
—  T  — d t = \   r  = (----- )p v 2{— T )

■M í Jo (k + 1) Jl v V

= í l ( l - v ) p v~pdv= f v«-p)- l ( l - v f +p)-1dv 
Jo Jo

,  . n i - m
r ( i - ^ + i + / j )  r ( 2)

= r  (1 - p) r  (1 + p) donde T(2) = 1

••• J “ - ^ f - ¿ í  = r a + p ) r ( i - p )  , |p | < i

40) Calcular p r fl(l + f)Adr 
Jo



Solución

Sea t = tg2 0 => 0 = arctg => dG = —
2v<Vl+<

rfí = 2 4 t( \  + t)d6 = 2igd.sec2 QdG

Si t —>0 , => 0 -> 0 ; si t ->oo => 0 = —
2

*<x> f n / 2
Jo í fl(l + r)*dr = Jo tg2fl 0 .(1+ tg2 0)*2 tg 0 .sec2 QdG

= 2 2tg2* 0.(1 + tg2 G)b tg í .s e c 2 QdG 
Jo

r*/2 . .. pn¡2 (sen0)2a+1í/0

O (eos 0 )2fl+1 (eos 0)26+2
= 2 r  tg2a+1 0.sec26+2 0<#0 = 2 f 

Jo Je

O f 2a+l /j -2fl-26-3 /j jq= 21 sen 0 .cos u a vJo

= 2 p 2 (sen 0) 2(<,+1)->. (eos 0) 2I- «-‘ -'H  dS  
Jo

= 2i?(a + 1, -  a -  ó - 1) = 2r(a + 1)r (~a -  & ~ 1)
r ( a + i - a - ó - i )

2I"(a + l)r (-a  - ó  - 1)
r(-A)

41) Calcular L{J0(4t)}  

'( -!)*  ,K i k

Solución

j  m  = V i z i L í I i 2* = i  L _ +  L
0 2 ? 'i2 'i2 A2 I 2 A2 A2 ’)2 A2 if?0( k \)2 2 2 2 .4 2 .4 .6 22.42.62.8
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t t 2 f3 í 4
■/ 0(VÓ = l - - T  + -T -7T-- , , ,  + ,

22 22.42 22.42.62 22.42.62.82

r  1 1 1  1 1 , 1 1 ,

1 V * / V. „ /  „  —SI h
= ~ y — *z- = l —  , s > 0

s “  «! s
n=0

- j / 4

(VT)}  ----------- , s > o
s

,  142) Demostrar que: L{e a J 0 {bt)} =

J 0(bt) = 1 -

•Js2 +2 a s+ a2 +b2 

Solución

b2t 2 b*t* b6t6 b V
22 22 A 2 22.42.62 22.42.62.82

1 b 2 13.64 1.3.5. ó 6 13J.7.68
Z,{^o(*0 > -  5 ~ 2j3 + 2 A í5 “  2.4.6.j 7 + 2.4.6.8.J 9

1 1 6 ,  1.3 b , 135 6 7
= j* 1_ 2 ( í ) + 2.4( í ) “  2.4.6 +' "1

1 1

1 1+ s2

••• L{Jü(4¡)} = -¡= =
ysls2+b 2

ahora aplicamos la propiedad de traslación
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1 1L{e-“' J 0(bt)} = ■ ■ .  r =   - ..._ =
■J(s+a)2 + b2 J s 2 +2 a s+ a2 +b2

- b i[ s 2 +a2

43) Demostrar que: L { J 0 ( a J t 2  - b 2 )} = . , t > b
N s  + a 2

Solución

00 r ti* r
•/ o (0  = X  /  2 ’ P°rdefinición

- * v < § r

( í 2 - A 2)* = í 2* - k ( t 2 ) k - x b 2  + £ í £ z l l ( ,  V 2a 4 -

4=0 l"  y J z

* (* - l ) ( 2 * - 4 ) A 4 A^_

2! r2*-3 í

y ( - l ) *  f av3*. (* + lX* + 2 ) - ( 2 * )  A(A + 1)...(2A)A2 
^  (A!)2 2 j 2*+1 2A(2A-1)í 2*"1

A(A-1XA + 1)(A + 2)...(2A)A4 

2*(2* - 1)(2* -  2)(2A -  3)2! s 2* '3

*=o * ! V ^ T ü 2"

6a 6+...
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L{Ja{ a J t2 - b 2 )} =
g-iV»2+a2

1 7 7 7

44) Calcular /,{ /£  J 0(ayf¡ü)dn}

Solución

Sabemos que:    , s > 0
s

r> 1 i -  1 e 41 e *’
L{ Jn J 0 {a-yfu )du] = — L{Jn{aJu)} = — . —  =

_Z , _Z
r ' d e * '  (8s - a  )e **

L{t\Q J 0 (a-Jü)du] = (— )  — --------------

,  Z
f> i -  (8s - a  )e *'

L{t\ J 0(aju)du} = ----- —4--------
Jo 4 .í

45) Si L{F(u)} = f ( s ) , calcular /,{£  J 0(2^ju(t -  u))F(u)du}

Solución



í  J 0(2y¡u(t-u))F(u)du  = X t T T t I  « * ( '-« )*
í ( * ¡ r

¿{ f ' Jn(2Ju(i -  u) )F(u) du} = í  uk{ t -u ) kF(u)du} por convolusión
J o ’  Í “7 ( A ! )  •'oS (* |>

- i HA=0

00

- i
(-1

*=0 ( A !

( -1= y
nSCAr!

- I{ í*  * í * F(t)}

as! ' , 1*1

‘ I*=o (^ ')2 **+1

fio
¿{ f  / „  (2 ju ( t -u ) )F (u )  du] = X  

0 *=0

¡ r f (k)(s) 
A+lA!.v

#00
46) Demostrar que e~ 'J0(t)dt = 42

2

Solución

Se conoce que: L{J0(t)} =
■Js2 +1
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J*oo J
e~s' J 0(t)dt =   , tomando límite cuando s -> í ,  tenemos

n 7 7

J'00 , 1 J le s Jf\U)dt as lim—= =  = — - 
0 *->1 ^ + \  2

-oo
47) Probar que: J„ (t)dt = 1

Jo

Solución

~ ,v) ”
Se conoce que: i{7_ (í)} ----- , -— , ahora aplicamos la definición Z,{ ■/„ (/)}

r® _« (Ví 2 + i -•?)"
Z{7n( í )} = | e J„{i)dt=  1 .— , tomando límite cuando s -> O

J° Vi2+1

lim f e s,J„(t)dt = , w l £ ^ £ L  = i 
j—>o Jo *->o V ? + l

r°°
48) Calcular í e ^ lJ f](4t)dt 

Jo

Solución

¿{./0(4í)} = -7J =  => I{ r7 0(40} = - ^ - (  , / ■ - ) 
V i2 + 16 ds V i2 +16
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s

J'°° s
e s't J n(4t)dt -  —  rrr-, tomando límite cuando s -> 3

0 (.5 + 16)

#<*> p 3
lim e~s't  J 0(4t)dt = lim— z------- —   -----
« 3  Jo ov í-*3 ( j 2 +16) 125

/. í e l J 0(4t)dt = ——
Jo 125

Demostrar que: J J0(2-JT/j)eosl¿d/u = sen t

Solución

Sea F{t) = J J 0(2yjt~¡i) eos ¡idf¿, entonces se tiene:

L{F(t)} = J 0 (íJTJi) eos ¡j d^i] = e J ,( j  ' J 0 (2J t  n)  eos ¡j dpi)dt

= Jo cosp(Jo e~s,J 0(2̂ t~¡i)dt)dn

r°° .—  r® e~M/’
= Jo eos n  L{Ja (2^¡t n  )}dpt = eos ¿t.— -— dfi

= — f e uls cosudu = — / ( —) , donde
s  J o  s  s

de donde L{t (4/)} = — 5— ^ " 3/2 » aplicamos la definición de transformada

/(■i) = ¿{cosí} = - y - — =>
í +1 i  í +1

l i l i  1
H F {t))  = - / ( - )  = - ( - ! — ) = T —  = ¿(sen t)

s  S  S  + 1  Í ¿ + 1



Luego L{F(t)} = ¿{sen/} entonces f(t) = sent 

J  J Q(2̂ t~ ¡i)eosp d n  = sent

Demostrar que: J /„  (2 J tJ i )  sen fid¡i = eos /

Solución

Sea F(t) = J J 0 (2 J7JÍ\sén ¡x dfx, entonces se tiene:

L { F ( t ) } = \  e s‘ ( ¡  J0(2y[r¡x)senndn)d t  = í  sen¿/(f e 
JO *0 '  Jo Jo

-  J sen fi L{J0 (2j7J¡)}dv -  sen fi.
e -K'*

1 f°° 1 1= -Jn e  sen fx d f x = - f ( ~ )  . .. (1)
S  Jo  S i

1 1 s 2
de donde / (s) = ¿{sen /} = -5----  => / ( —) = -5-----

s +1 s s +1

como L{F(t)} = 7 / ( 7 ) = 7 ( - T ” 7) = ~ T ~ 7  = ¿(eos/} 
s s í  s +1 s +1

Luego ¿{F(/)} = ¿{eos/} entonces f(t) = cost 

£  J 0( 2 )  sen f idu  = eos/

Demostrar que: £  J 0(2^í~¡i)J0(ti)dfx = J 0(t)

Solución

s,j 0(2jr¡¡)dt)dM



Se conoce que: L{J0a-J7)} = -----
s

e'F*
L{J0 ( 2 J 7 J I ) }  = L{J0 )} = —-— donde a  -  i j j t

L{f0 J o(2 /̂r t̂T) Jo(n)dfi} = J*o e ~s' ( j 0 J n('¿4t~¡i)Jo(n)dH)di

J'QO #00 t #00 Q r*
0 -/o(/i)(J0 e - s , J 0 ( 2 f H I ) d t ) d n  =  ] o  J o i r i — d n

= 7  f  e ' ^ ’J o ^ d / i  = 7 / ( 7 ) ,  donde f ( s )  = L{J0(t)}= J .—  
5 0  5 5 v s  +1

L { T  J o  ( 2 y [ ñ ¡ ) J o  ( » W )  = 7 / ( 7 ) = 7  ( - ¡ = = )  = “ / = =  = ¿ <7 o
J o  s  s  s  M V s2 + 1

h 2
£  J 0 ( 2 j T j i i ) J 0 ( f i ) d n  =  J 0 ( t )  

f® <>Calcular J 0  ( x  ) d x , reduciendo el resultado a su mínima expresión. 
Jo

Solución

J’® 6
J 0  ( x  t ) d x , entonces su transformada es:

o

L { F ( t ) }  = r e - 3 ‘ ( r j 0 ( x 6 t ) d t ) d x  = y0 (x 6í)¿ /)d r
J o  J o  J o  J o

J’00 * f00 d x
L { J 0 { x  t ) } d x  = j  -

0 Jo Vs + *



6 „ ,  s . i „ . s.sec2 dddhacemos x = s.tg0  => 6x dx = 5.sec 0dO => abe  -------- ;-----
6x

i/A < s.sec2 QdG

u
cuando x = 0 => 0 = 0 y cuando x —► +oo , => 6 = —

ahora reemplazando en (1) se tiene:

00 dx t *'2 1 s. sec2 GdO
5 /6  . 5 / 6 0

f “ dx r /̂2 i 5. sec 6

t ( F ( O I ’ J» ^ ,1 1 +1! "Jo  tgl «  + s - 6 . i“ lg

r  ¿ e
6í  Jo tg5/60 6í  Jo

1 |* /2 i-i ¿-i 1 1 1 5
7 ? 4  e c m ‘

1 ■ 5 i 5 i 5. r(—.>r(—) , r(—>r(—) r ( — >r(— >
1 12 12 1 12 12 12 12

6.vV6'2r(± + ̂ ) 12í5/6 ‘ ¡T  12-Jñ s5'6
12 12 fí

1 5
r ( T T ) r ( - )f 00 19 19 1Jo J0(x6t)dt = F(t) = r 1 {̂ 7?} ... (2)

como ¿{re } = I í i l í l  , a > - í
'  f .y0*1 V +1 r (n  + l)



r  6 r ^ )r(17} iI J 0(x t)dx = — .—  ------, tomando limite cuando t -> 1, se tiene:
Jo i 2V ^  r ( - $ F

6

ahora reemplazando (3) en (2) se tiene:

lim C M S , , *  -  /tw ' l2>
- lJ» i 2^ r A t f

6

r  .  r ( ¿ ) r ( H >f y0(* ) * -12— -  <4>
J" i 2V ? r ( | )

J
además tenemos 2 2*“1r( ; t) r (x  + —) = v ^ T (2x ) , entonces

2 2jr' , r ( x ) r (x  + - )
r ( 2x)  ----------- --------- — , por lo tanto se tiene:

V#

¿-i 5 11 _i. ,5 11
5 5 2 ‘ r ( TT) r ( i 2 ) 2 < r(T7) r ( lT )r(|) = r(2(|))-------12 -12   ¡2_L2_
O O y¡71 -y/n

- i  5 11
5 2 • r <ñ>rC¡2 )r ( - ) -----------12 ~ 1 ?  ... (5)
o

reemplazando (5) en (4) se tiene:



... (6)

r ( — )r(— ) 21/6r ( — )

 T T  
i 2V«’2‘1/6r ( — >r(— ) i2r ( — ) 

12 12 12

2 1/6[ r ( -¿ )]2

i2r(—)r(—) 
12 12

pero r ( p ) r ( l  -  p)  = — - —  , entonces 
sen p n

r(—)r(—) = r(—>r(i - —) = — %—  ... (7)
12 12 12 12 11/rsen——

12

reemplazando (7) en (6) se tiene:

21/6(IX-1 ) ) 2
r  6 n  * f r n - ) ) 2Jo J 0(x6)dx = — —Z L _  = _  I L —

12sen  12;rsen-----
12 12

53) Demostrar que: Jy2(t) = ■ /^senf

Solución

t " t 2 t4J C í )  í (1-------------- + ----- ...)
’ 2” r (n  + 1) 2(2» +  2) 2.4(2n + 2)(2« + 4)

JyU) =------ ----------( 1 - — + _ ^ _ •••)
2 ^ r ( |  +  l )  2 3  2 3 4 3
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t*  Í2 t 4J v (t) = — -— _ ( l - _ + _ — ...)
*  2 *  - T ( - )  2 3  2 3 4 5

'2  2

r _ & * n ‘ 2 ¡A ,
Yl J ñ  4 i  2 3 + 23.43

¡ T ~  t3 t s 
h t  "  23 + 2.433

■ sení

54) Demostrar que: — J0(x) = - J, (x) 
dx

Solucién

A ( t )  = 5 1 ------------- -̂----------(—)2*+;i, por deñnición
py J f ^ T ( k  + \)T(k + p  + \) 2

J  ( x )  =  V  t K  í V  = y  ( - 1) ( x )U
0 ^ r í r r *  + nrrxr-t-1) (2  ̂ f - r * n 2 2 )

_ y  2¿(-i)*  jc 2*-i l = y  
^  £  (itO2 2 2 £  (k \)2 2

y  (^ + !)(-!)t+1 A 2iti = y _ í z i l i _ íi.'v2*+i 
Ho ((* + D0 2 2 f ^ k \ { k  + 2)1 V

- d ,W
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dx

55) Demostrar que: — (xpJ„(x)) = x p J (x) 
dx

Solución

Se conoce que: ÍT(k + p + 1) = (k + p) T (k + p)

¡x) = Y  —   (~ )n+P , multiplicando por x p
{ ? J { k  + m k  + p + \ ) y2’

00 /  \ \ k  2A+2/>
xp j  (x),  y  ízll ( l  )

'  ¿ i  r (* + J)r (* + /» + i)  2U+P

d (xpJ p (x)) ^  ( - l ) k 2(k + p )x u+2p-i 
dx “  F(A: + l)r(Ar + p+  í)22k+p

00 (- l)k+ll(,k + p + l ) x 2k+2p+l

k = 0

^ / 1 \ *
_ y  (~i)

¿  r (A + 2) r ( ¿ + p + 2)2 2*+/,+2

, _ n k+ \ 2k+p+\

= x p Y -  ( 0  * -------------¿—i i^  TCjfc + 2)r(*r + /? H- 2)2 2* +/,+1

/ i\*+i „
= í / > y  L i 2 (* )2*+,+i = / /  w

t=(;r(A: + 2)r(k + /7 + l) 2

143



2.12 Ejercicios Propuestos.

i)

»)

Í3f, 0 < t < 2
Sea F(t)  = •{ , donde F(t) tiene período 4.

6, 2 < t < 4

Hacer la gráfica de F(t) b) Hallar L{F(t)}

3-3e~2í - 6 se~4s

2) Hallar L{F(t)}, donde F(t)  = j ’  ̂  ̂ ^ y F(t + 2) = F (t), para t > 0.

l - e _ ,( j+ l)
Rp » .

3) Demostrar que la transformada de Laplace de la función F(t) que se muestra en 
la figura diente de sierra es.

1 e “
L(F(í)} = — -

as¿ í ( l - e _aí)

4) Suponga que F(t) es la rectificación de semionda sen kt, que se muestra en la 
.figura. Demostrar que:

W it))'— 7— r---—
(s +k ) ( l - e ~1 )
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F(t) 1

5) Hallar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura.

6) Hallar L{F(t)}, donde F(t) se muestra en la figura.



7) Calcular la transformada de Laplace de F(t) tal que F(t + 2) = F(t), donde F(t) 
es el pulso parabólico del gráfico.

8) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gráfico.

9) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gráfico.



10) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gráfico.

adjunto.
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13) H(t) esta dado por el gráfico adjunto, calcular L{2 cosh 4t.H(t)}.

15) Hallar L{F(t)}, donde H(t) esta dado por el gráfico adjunto.
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16) Si F(t) esta dado por el gráfico adjunto probar que 
1 . 1

¿ { ^ 1 1  =  T \s+
1 + s2 -1, ,7 ts

senh(— )

17) Hallar L{F(t)}, donde F(t) esta descrita por el gráfico.
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19) Encontrar la transformada de Laplace de la función onda cuadrada, mostrada en
la figura.

í t, 0 < f < 1
20) Considera la función F definida por F(t) = j , F(t + 2) = F(t)

| í* t} 1 ^  t ^ 2m
graficar F(t) y calcular L{F(t)}.

21) Expresar F(t) en términos de la función escalón unidad y obtener L{F(t)}.

b)

F(t) =

F(t)  =

j t 2, 0 < í < 1

U í > l

t 2, 0 < t < 2
4, 2 < t < 4  
0, t >4

c) F(í) =

í 2, 0< t <2 
- 1, 2 <t
0, t > 3

2 3 2 2
Rpta. f ( x )  = —  + e s (—  - y  — 5-)  

s s s ¿ s

2 4 2 4e
Rpta. f ( s ) = - j - e  ( -  + — ) - -----

s s s s

-4s

t - 1, 2 < t< 3  Rpta. f ( s ) = \ - e  2,( -  + -^ -  + -^-) + e 3,( -  + - U
í 3 J s2 s3 s2

d) FU) =
t 2, 0< t <2 
41, t >2

Rpta. f(s)
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22) Expresar en términos de la función escalón unidad, las siguientes funciones y 
hallar su transformada.

a)

23)
t

a)

F(t) =
J r ,  o < / < 2
4/, t>  2

b) F(t) =

sen /, 0 < t < n  
sen 2/, n ú t <, 2n 
sen 31, t > 2n

Determinar la transformada de Laplace de la función F(t) 

1 - r ,  t < n
F (/)  =  -j, . b)

[|senf|, t > K
F(t)  =

2 n

'  ’ r < I
i i  n
( c o s í ) ,  t >  —

24) Hallar L{H(t)} donde H(t) =
2 ,  0  <  í  ^  3 t i

|cosí|, t > 37t

25) Calcular L{t 2 ' sen3/.jU(/-2)}.

26)

27)

28)

29)

30)

31)

Evaluar L{t 7t ' sen/.eos/.* /(/-4)}

e - e  ,  7i^ ,  7 i . .
Calcular L{---------- sen(/ -  —). fi(t -  —)}

2 2 2

e - e  , 7i 7T
Evaluar L{   sen(/ —-). ju(t —-)}

3' 4 4

Hallar i{ |r - |r  -  lj|>

M ia r  L{F(t)| si « 0 - ' f 3”

Calcular L{U(P -  6í 2 +11/ + 6)} y graficar la función.
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32) Calcular L{sen (t - rt)} 33) Calcular Z,{jr3 - 2 / 2 — r|}

34) Calcular L{t sen||* -  -1)}

35) Calcular L{te 5' P V ^ í U - l l - l ) ^ }

fO
36) Calcular e~4,+u fi(u2 -  l)du}J-10/

37) Calcular L{ f° e i,+u/u(\t-3¡[-2)dt}
•'-10/

38) Calcular L{p (sen t)} 39) Calcular L { f  Ie~l0,+un(u 2 -

,e~5’
40) Calcular L{—  //(|í - 1| -1)}

+ e?* k
41) Calcular L{   senf.cos(/-7r)/i(f )}

5 2

42) Calcular £ { /> ( / -2 )}

(•4/ e -5' sen2 ( u - 2 ) u ( u2 - 4 )
43) Calcular I{  ------------ 1------4—-------- -du)

Jo ( n - 2)

44) Calcular ¿ | sen(* 2ff) ^ t -2n ) }  Rpta. f ( s )  = e~2m arctg-

a(2a~s)
45) Calcular L{t2 e*  n(t  -  a)} Rpta. / ( j )  = —  r (r2 + 4ar + 4 a :

(r + 2)3

f ' - a  ex -  e X , *,-«*
46) Calcular Z.{Ĵ     ju(/ -  a)dx] Rpta. /(.?)   ln j +1

r - 1
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47) Calcular la transformada de Laplace.
L{7r cost.(t - n).n(t  - 2 n ) . n ( t - 1  n)}

Rpta. f ( s )  = -é~lm 3 ln {■— )
( s - ln 7 )  +1

ícosí (s + ln9)2 - l
48) Calcular L { - ^ ~  A i(r)}  Rpta. f ( s ) =  y \ ---- —

32' F ((s + ln9) +1)

49) Calcular ¿{cos|;r -  í|} Rpta. f ( s )  =
s

s2 + 1

i  _ ^

50) Calcular Z,{sen|;r -  f|} Rpta. /(* )  = ■
s2 + l

51) Calcular Z.{|í2 —1|}

52) Hallar L{|a - t / j ( t -  a)|} donde “a” es una constante positiva.

Rpta. f ( s )  = - +
s s 2 s

9  n  7  p ~ as
53) Hallar L {t - \ t - a \}  Rpta. = —

54) Calcular Z.{|r2 -4 í/í(í-2 ) |}  Rpta. f { s )  = ~ ( l - 2 e ~ 2s + 2e~4s)

c b t
55) Calcular la transformada de Laplace: L{t.e~bt I e "+3' n ^ x  - 1| -  l)atc}

Jt
2eu~1

Rpta. f ( s )    T (se 3 +9e +Ae *)
(s +  3 )3

2i -21
+  £  7T 7 t 7t

56) Calcular L{—  sen(r -  —)cos(í -  — )ju(í -  —)}
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1 - 1  71 Calcular L{t 2 sen t.eost. fi(t - —)}

Calcular L { 4 - |r2 - l | )  59) Calcular L{sent.n(e5' -4 )}

e - 4 ( t - i r )  c o s / f  _ 7 rj  

C a l c u l a r  L {  »

Evaluar si existe t e4,|v2 -l|dv)} sin derivar.

f °  fEvaluar si existe L{\ e~''~v cosv. u(v -l)dv}
*-12/

Evaluar ¿{J f e 4'|u 2 - l |du)

Evaluar i { t 2J  (v -4 )"  ln |v -4 |^ (v -4)dv}

Evaluar L{ í  dv í  F(u)du} si F(t) = H(s)
Jo Jo

1
Evaluar L{tn lnjrj) 67) Evaluar L{fi(t2 - 2 í 2 +í)}

Evaluar L{elrt n ln|f|}

Calcular la t s formada de las funciones.

a) F(, i = i + ílr - 1|] b) G(t) = (- l)M

Evaluar L{ cos3(v - l) / i (v 3 -l)d v } , donde p es la función escalón

unitario.



71) Sea n > -1, n real, calcular L{te  21 j  u” lnjujdu]

72) Si L{F(t)J = f(s), calcular L { ^ - }
t

73) Calcular L{í2e~5' ju(t2- l ) }

74) Calcular L{t e 5' J* e t+5'ju(U -1| -  \)dx}

75) Calcular L{-Jt eos / 3/2}

76) Evaluar la integral i{sen6( / - l ) t¿ ( í2 -1)}

77) Calcular L{— f e~'F(t / a)dt} , a > 0
a Jo

78) Evaluar Z,{í2e~4' | 4 - | í 2 - 1|} 79) Calcular L{i tgh(í)/j(/ -1)}

80) Si F(t)  = ( t - \ ) n n ( t - \ ) , calcular L{F(t)}

e T (n  + 1)

Rpta. f ( s )  = sn+l
, n > - 1 ,  .v > 0

e *»! + n , ti e z0 , s > 0
sa+l

81) Demostrar que: L{tk tgh/} = ^  (~1)"[—■ -r-¡--------- —-^ + ^  — j
~  (s+ 2n)k+l (s+2n + 2)^  ( s+2n)K+i (s+2n + 2)

e~$' t k
82) Calcular L { - -----

(1 + í? )
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83)

84)

85)

86)

87)

88) 

89)

Rpta. f ( s )  =

¿ (~ 1 )" (1  + n) r ( ^  l> ■ , s¡ k > - l
t í  (6n + 5+s)

*!

n=0 (6n + 5+ s) * + i

» 1
Calcular L{f e6'senhV Ó  Rpta. /(.v) = —

T(w +
~ ( 2 « + l ) !  (iT_ 6)"+t

Demostrar que:

rr(H + i)

W ” } =
í

ni
„»+i

n+l , si n> -1 , n e /f  

, .w « e z j

Calcular L{tn'2 J n{a4t)} 

Demostrar que: L{J0 (t) sen t} =

- a 2/4 s

Rpta‘ (I }

1 / I  ,2 VVrsen(—arctg(—))
yfstfs2 +4 2 s

1 1  2 Demostrar que: L{,/0(í)cosf}    -----. — cos(—arctg(—))
V ^ /s 2 +4 2 5

Calcular. I{e-20' J 0 (í - 4 )  sen(í -  4)U(( -  4)}

Evaluar I{ J 0(í)cosí.coshr}

90) Sea L{F(t)} = H(s), probar que:

L\i'n/2 J" u nl2J n (2 Jüt)F(u)du} =
H( l / s )

n+\
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91) Calcular L{t e ' J J 0(u)senu.du}

92) Si H(t) = e i ,J 0(4 /) . Calcular L [ H $ )

93) Hallar L{t J ü{Xi)}. Rpta.

gC(s—)Js2 +a2 )
94) Demostrar que: L{ J 0 (a^t (t  + 2c)} = — j----- T l ñ

( í  +a  )

95) Evaluar L{£  16' J 0 (5(í - 4 ) ju(í - 4)dt}

96) Evaluar L{t e m  J 0{t) eos/}

97) Evaluar Z,{J J J 0 (2j u ( t  -  u) )F(u)du dv} si L{F(t)) = H(s)

98) Calcular L{Jx( t )} , L{J2(t)}, L{Jn(t)}

99) Calcular L{J e 20l J 0(ü) sen udu},  si existe.

C*>eu ln (j+ l)
100) Demostrar que: L{Ie (/)} = ¿{J — ~du}=---------

r°° cosa ln (í2 +1)
101) Demostrar que: L{Ic(t)} = L{ I  du} = ---- -------

102) Demostrar que: í  e ' ( 1 - J Q(í))dt = ln(l + -<¡2)
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é .
2

103) Demostrar que:

a) O ü{t)dt = 1 b) F e " J 0(t)dt = -
Jo Jo

104) Calcular f íe~3‘J 0(4í)dt Rpta.
Jo 125

J.oo j
Ja(at)cosbtdt = —= = = ,  cuando 0 < b < a, y tiene valor

cero cuando b > a.

»oo i
106) Demostrar que: I J0(Xt)dt = —

Jo A

107) Calcular a) f t J0(Xí)dt b) f i J x{Xt)dt
Jo Jo

Rpta. a) 0 b) 4 -
X¿

(.0 0

108) Calcular \ -u)du  Rpta. 70(r) -c o s í
Jo

109) Calcular f ueu J0(au)du Rpta.
Jo

e- ‘2/4

f ”  in x* 135.1.,.{2n-\)Jñ
110) Demostrar que: J x  e dx = ---------— ¡----------

111) Calcular las integrales siguientes.

a) J  sent 3dt bj

r ( l / 3 )Rpta. a) — ------

cosí3dí

158



112) Demostrar que: r(«) = 2 Í  x 2n l e * d x
Jo

n . r^u senu  n113) Probar que: I  r-aw = — e
JO 1 + u2 2

J,j /  \ \ n fl\
x m(lnx)ndx = --------------- n e z +, m > - 1

o (m + 1)

r® , |r (l/4 )]2
115) Demostrar que: J n(x )dx = -------— ---

116) Calcular f  ‘ du , u e R, u > -1 si L{F(u)} = H(s)
Jo r(« + l)

117) Calcular la transformada de Laplace 

L{te~‘ f y0(w -4)sen(M-4)í/(M2 -1 6 )du]
Jt

118) Calcular la integral f t me~a' d t , m,n > 0, a > 0 .
Jo

Rpta. ------"w+1
na n

(-1 )”»!
\«+l119) Calcular f t n ( \ n t ) n d t , n e z +, m >  -1 Rpta.

Jo

t ” dt 1 1 1
120) Calcular =-■■.- Rpta. —

Jo V 3 -co s t 2V2 4 2

f°° v2dy n
121) Demostrar que:   — = — =■

Jo 1 + y*  2V2
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122) Calcular f ( a 4 - x 4)~i/6dx Rpta.
J o v r  4a r (3 / 4 )

123) Calcular f  ^  rjr- Rpta.
■’o (í + 1)(í (1-r)) V3

fi dt 7i\PÍ
124) Calcular -----------= -------  Rpta. —= -

Jo (í + l)3V ^ ( l - í )  V3

ftt/2
125) Expresar sen” x ote, mediante la función gamma.

Jo

126) Calcular las siguientes integrales.

a) f —=====, a > 0 b) f x 2n-Ja2 —x 2dx , a > 0
tJ] - Í ÍF  Jo

c) f tg2"-1 jc ífo, 0 < n < 1 d) f  jr"_1 (1 -  x)'m_1 d x , n,m > 0
Jo Jo

127) Mostrar que:

a) b) JoV

■JJñ
~36~

c) f e  2xx V2dx =
Jo

128) Calcular las siguientes integrales

r00 dx r 1/2 i-----
a) I   , 0 < a < 1 b) -/tg jc

Jo r a í l  +  x t  Jo

Tt j l
Rpta. a) — - —  b)

sena^ 2

160



r1 dx
129) Demostrar que si L  = f , -----

130) Calcular f7|( 7 - r ) ( í - 3 ) l ^ d í
Jo

131) Calcular los integrales siguientes

* ^X - entonces 1X.I2 ~~~
V l - x 4 4

a)
Jo Vjc

b) f  e * d x  
Jo

c)
*) 2 

(x + 1) e * dx
Jo

d) f00̂  j  * — dx sug.c =
Jo cx

Rpta. a) n x ) b) 2

c) f n | , + r (í , d)
r (c + i)
(Lnc)c+l

132) Si F(t) = - L  , í > 0  , G(í) = ■ 
Vi

- L , 0 < * < 1
Jt  . Demostrar que: 
0 . r < l

F(t)*G{t) = n - 2 arctg (V /- 1 ) / i ( í - 1 )

133) Calcular
r°° íí/í 
Jo i + r6

Rpta.—
3V3

f°° 3 ,  ÍT134) Demostrar que: xcosx  dx = —= -----—
Jo 3^3T(X)

135) Calcular /„  = J*(1 - t 2)ndt Rpta.
V J r ( » + i )

r ( w + | ) .
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_ .  . ("A (sen0)2m_1 (cos0)2”-1 dOCalcular  -------- i------  m,n> O
Jo ^asen ñ + hcns¿ ff)m+n

Rpta.

(asen 6+ b eos 0)"
P(n,m)
2a b

.00 i m~l + ¡n~l
Demostrar que:  dt = 20(m,n),m,n > O

Jo (i + /)m+n

ri p a~l ( \ - p ) m~x 
Calcular Jq (/J + r )m+n" 4m.«' ft , n >  O

P(n,m)
Rpta.

r m( l + r )'1

fi / / " - ' ( l - r í )" -1
Calcular  — — du,si m,n>0

Jo (a + cu)m+n

Rpta.

(a + cfi)"

P(n,m)

a mc n (l + —) m+n 
c

ln tdt  n 2 45._ , r°°lnfdí
Probar que J  — = 16

t" TC
Demostrar que  dt  ----------- , O < n < 1 sin usar la propiedad

Jo l + r sen(n^)

T ( p ) T ( \ - p )  = — - — , o</>< i
sen p n

1 2 2m+1( - l  ) m+xJ ñ n \  _ +
Demostrar que: i (-m — )  --------------------------, m e Z

M 2 (2w +1)!

„ i»  lr CK)]2 r  ^Pruebe que ■ - -  = s n  .—*=
r (X) v T í



144) ¿ Es cierto la identidad siguiente?

r i u )  =.---------------------- :-------- si es afirmativo demuéstrelo
,  n u  l - u

145) Verifiqueque f  - dt = T{\ + p ) T ( \ - p ) , \ ] ^ < \

fi u ”- H \ - u ) m- l du  „  18(m,n)
146) Calcular [  —— Rpta. — ——

Jo (a + p (b -a ) )  ambn

1 -m
f°° , n . r

147) Si m > 1, demostrar que 2 + j 2m ~ n  2m^ '~2 m

148) Si I/t|< 1 .calcular í  — , a > 0
11 Jo 1 - í  (fl + O

_  a p lp n
Rpta.

(a + 1 )^ 1 sen p  n

2r (a  + l ) r ( - é - a - l )
149) Calcular f°°ra (H-r)*rfr Rpta.

Jo r ( -o )

r” cosh (2 aO) dd
150) Calcular | 1

Jo (cosh 6)

2*-Ir ( a + M ) r ( M - a )  
Rpta< FW)------------

151) Verifique que. 2 lp 1 T{p)T(p+—) = - J ñ T(2p)

7r > 2n ,m — 1 m
152) Si sen(—).sen(— )...sen(------- n)  =  . ,m = 2.3...

m m m 2

163



Calcular T (—) T (—).... T (-------)
m m m

_ 4 v * ) m~xR pta. p —
V«

r1 1
153) Probar que ln(r(f))<* = —ln(2;r)

Jo 2

eU l~p ( l - t ) p .
154) Si -1 < p  < 2 , evaluar -----------z— dt

y  Jo íi + r)
Rpta. 2 Í’-3f i ( 2 - p , p + l )

1 (_2) m vTT
155) Mostrar que : T { - m + - )  =

156) Mostrar que: T (m+-i) T ( - m + ^-) = ( - 1 ) "  n , m = 1 ,2 . ..

1 2 4.6.8.10.12.14...
1571 Verifica que i r ( —)1   8v tt’ 4 1 V  55.9.9.13.13.17.17...

J.00 / P~t 1« 2
-----------dt Rpta. - n  cosec(p7t ) .c tg(pn)

o 1 + í

r A  dt | r ( | ) ] 2
159) Verificar que:  2 = , r~

'  Jo sen t 4V*
( i - — v 2

 ̂ lnjsent\dt Rpta. ln2

161) Demostrar que: T ( p  + \) = J l n p ( r ^ ) p , p  e Z + ,/>-»*>
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162) Probar que: IYn + —) -  ^ ^ - ,V n  e Z
2 4 nn\

~ r°ísen íju  ;r
163) Demostrar que para u > 0 , | ------ — = — e H

Jo 1 + í 2 2

1 f00 tn~̂  V i 1164) Demostrar q u e :------  (------- )d t -  7 — ,n > 1r(«)Jo V - 1  éí*

r  1 r ( « + ^ - ) r ( n - J - )
165) Demostrar que: senx'lí£c = — (-------  —- ^ - )

Jo 2w r ( » - ¿ )

r» 1 T(±-)T(2n-±-)
166) Demo&trar que: cosxndx = — (— —------- — — )

Jo 2n r ( n - i )

Ji (P)167) Calcular p 0(í -
Jo ¡j,

Rpta. y l(0  = ¿ - O  . ( l ) 2™1 
■“ míím + D! 2

168) Calcular J  p" 1e M J 0( r -  f i^ )d ^ í  para todo n en R - {0}

S Á
Rpta. 6

169) Demostrar que: j s e n ( í s e n 2 6)d6 = sen (^)J0 (-^)

170) Evaluar la integral J  70 (fJ2)dfi

r°°
171) Evaluar la integral J J0(fí4)dfi

H 5



foo

172) Si |/j| > 1 , calcular sen x pdx usando transformada de Laplace

f/+i 1
173) Verificar que: I ln (T (n))dn = t \ n t - t + —[n(2n)

Jt 2

174) Verificar que:

rr+n , , Y»+i\n
ln(r(/x))d¿¿ = ln [í'.(í + l) Jff + 2) . . . ( í + n - l ) '+ - e  2 (2n) ,

Jt

r r
175) Probar que: J  y  (x ) = cosx

1 f* sen n n  r°° .
176) Probar que: J .  (í) = — c o s (n ^ - í  sen </>)<!>-----------  e * *d<¡>

Jt Jt Jt Jo

177) Demostrar que:

f1 f1lF  (x ,y)  (1 -  x) ¡m~l y m (1 -  y ) d r r f y  = B (m, n) f  ‘ F(u) (1 -  u) du
Jo Jo Jo

178) Si x , y  g R + , calcular j j x 2m~x y 2nX dxdy , tal que
D

D = {(jt ,y ) e ( R +)2 l x 2 + y 2 £  c2}

4r(ffi + n + l)

2
179) Demostrar que: J y  (í) sen í -  J  y  (t ) cosí =

1
180) Demostrar que: 70 (í) = j(y „ _ i( í) -V „ +1 (í)J

181) Hallar ^  Rpta. xJi (2x) + 2 x 1J 1 {2x)
dx
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, ,  d J J x )
182) Demostrar que: d ( x  J p_l (x ) J p+l(x)) = 2x Jp (x)-----

dx

P183) Demostrar que: J p (x) = J p_x (x ) ------J p (x)

184) Demostrar que: J p (x) = - J p ( x ) - J p+l(x)

d\xJp (x )J  jW l
185)  P- ^ f - -------- = x \ J 2p { x ) - J l p+dx) 1

186) Demostrar que: J 3(x) = (-^— \ ) Jx( x ) - — J 0(x)
x 2 X

4 2
187) Demostrar que: J 2 (l) = (1 — r-)7i ( / )+ —J 0(jc)

d
188) Demostrar q u e :— (jc pJ p (x)) = x p J p+i(x)

189) Demostrar que: J_n (x) = (-1)" J„ (jc), V n e Z

190) Expresar J 4(ax) en función de J 0(ax)y J x (ax)

48 8 24
Rpta. J 4(ax) = (— 3—3-- — ) J \ { a x ) ~ ( r T T  

a x  ox a x

191) Demostrar que:

A  /  r  1•) ¿</„«))— — f.A 7 i>  . »>0 b) ¿í/„(V^)¡- —7= =
J JVí+1

f2/, A ae s  a  l - e -ajs

, í > 0

, í >0 
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CC I
e) L í f er(-^j=)} = ̂ — , s >O f) L { fer( j¡ ) )

2v í J V5+1 (VJ+1 + 1)

192) Calcular (senh 6)b (eosh6)a dO

J,X} ln í 
o 1 + í 6

194) Probarque: j ln(T(n))df i  = / ln í  + (f + l)ln(l + í ) - 2í + ln (2 ;r ) -1

r e - ' ( l - J 0(/)) r
195) Demostrar que    dt = ln ( l+ y 2 )
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CAPITULO III

3. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.

Mediante la definición de transformada de Laplace se tiene: Si F:[0,+*> >-> R , es
una función seccionalmente continua y de orden exponencial, entonces 
3 L{F(t)} = f { s ) ,  ahora invertiremos el problema, es decir: dada la función f(s) 
queremos encontrar la función F(t) que corresponde a esta transformada y a esta 
función F(t) se llama la transformada inversa de f(s) y se simboliza por 
L~x {/(«)}, es decir F(l) = L  l {/(*)}.

2
Ejemplo.- Hallar F(t) si f ( s )  =

s+ 3

Solución

F(t)  = ZT1 {/(.r)} = ZT1 {— } = 2e 3' de donde F(t) = 2e~3' 
s+3

Ejemplo.- Hallar F(t) si f ( s )  = *
s 2 +4

Solución

F(t)  = ZT1 { / (s )}  = r 1 = I  L l { - i - }  = i. sen 2í
2 s + 4  2

de donde F(t)i= y  sen 2í

169



3.1 Propiedades de La Transformada inversa de Laplace.

ler. Propiedad de Linealidad

Si a y b son constantes arbitrarios y f  (s), g (s) son las transformada de F (t) y G (t) 
respectivamente entonces:

i " 1 {a f ( s ) + b g(i)} = aL~l { /(j)}  + bL~l {g(s)} = a F(t) + b G(t)

Demostración

Mediante la propiedad de linealidad de la transformada se tiene:

L{a F( t) + b G(t)} = aL{F(t)}+bL{G(t)} = a F(s) + b G{s)

Es decir que: a f ( s )  + b g(s) = L{a F(t) + b G(t )} , tomando la transformada inversa se 

tiene: U x {a f ( s )  + b g(s)} = a F(t) + b G(t) = a L l { /(,)}  + b L~l {g(s)}

Ejemplo.- Si /(j)=-L+-^ L.. Hallar F(t)
s s +9 s - 2

Solución

m  = { f ( s ) }  = ^ 1( 4 +- r -------- ^s2 s +9 s - 2  s s +9 s - 2

= í + —sen 3 f-3 e2í 
3

2da. Primera Propiedad de Traslación

Si ZT1 {/(s)} = F ( t ) , entonces ZT1 { f ( s - a ) }  = e at F(t)

Demostración
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Se conoce que: Si L {/(<)} = F{s) => L{eat F(t)} = f ( s -  a) de donde

e al F(t)  = ZT1 { / (s -  a)} otra forma es:

J»+QO f+C*> f+OO
e sl F(t)dt => f ( s - a )  = [ e Ua)l F(t)dt = [ e 5' . e a'F(t)dt = L{ea‘F(t)} 

o Jo Jo

por lo tanto f ( s - a )  = L{ealF(t)} de donde: L~l { f ( s - a ) }  = ealF(t)

Ejemplo.- Hallar F(t) si f ( s ) = - — ^—
(s - 2 ) ¿ +9 

Solución

F(t)  = L~l { f (s ) )  = r ' {  ~  } = e2t r l{ - ^ — } = c 2' eos 3/
( s - 2 )  + 9 s +9

3era. Segunda Propiedad de Traslación.

r 1 í F ( t - a ) ,  t> a
Si L  { / ( j)> = F(t ) ,  entonces L { e " f ( s ) }  = i Q {< ^

Demostración

p+CO
Como f ( s )  = e~a F ( t )d t , entonces multiplicamos por e m 

Jo

p+ao p +cd

e -“ / ( j )  = Jo e~m .e~stF(t)dt = )o e~s(,+a)F(t)dt

Sea t+a  = u => dt = du ; Cuando t = 0 ; u - a  y cuando t->+oo ; u-*+oo

f+CO -+OD
£>-“ /(* )  = J e ’ ,(,+fl)F(í)dr = Jo e IUF(u - a )d u

f+oo #a

= J0 e SU F ( u - a ) du = |o e suF ( u - a ) du
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ñ+cc f+a>
= | e - mF ( u - a )d u =  | e~stF ( t - a ) d t  = L{F(t -a)}  

Jo Jo

4ta. Propiedad de Cambio de Escala.-

Si LTl {f(s)} = F{l),  entonces L~'{f(ks)} = j F { j )

Demostración

como / ( í ) = f  e st F(t)dt  => f ( k s ) =  í  e ksl F(t)dt  
Jo »o

* * usea u = kt => dt = —  donde t = — 
k k

#+oo , f+oo 21 ¿U
/ ( * > - £  e - ' f W - J 0 . - F , T )T

Ejemplo.- Hallar F(t) si f ( s )  =
9s2 +1

Solución

Sea =>
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3.2.- Transformada Inversa De Laplace De la Derivada.

Teorema.- Si L 1 { /(í)}  = F(t)  e n t o n c e s ( í ) }  = (~\)nt nF(t)

Demostración

como L{tnF(t)} = (-1 )” L{F(t)} = <*>(*)
ds

tomando la inversa a ambos miembros.

L ' l{ f in)(s)} = ( - \ ) nt nF(t)

Ejemplo.- Hallar ZT*{ln(-^-)}
í + 1

Soluclán

como L { t F ( t ) }  =  - f ’(s) => L  x{f '( s)}  =  - t F { t )

=> L i { f ’(s)} = - l L i {f(s)}  

Luego L x { /(í)}  = - 1  L~x { / ’ (í)}

aplicando este resultado al ejercicio dado.

Zf1 {ln(— )} = ZT1 (ln (í+ 2) -  ln (í+1)} 
í +1

1 , 1  1 1 „ „
= —  ¿  — r} = - ~ ( e ^  -< T ') =t í+ 2  í + r  t ’

e -  - e - 2t
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3.3. Transformada Inversa Dé 1/áplace De Las Integrales.

Teorema.- Si Zf1 {/(s)} = F (f) entonces ZT1 {J7(«)d«} =

Demostración

como Z{F(/)} = /(.v) => Z { ^ }  = f / ( « ) d W
t

de donde ai tomar la transformada inversas® tiene, 

i f 1® F(í)

di
Ejemplo.- Calcular la transformada inversa de L {I —5------5-}

i  +a

Satirión

Si Z,{F(/)} = f ( s )  => Z { - p - }  = , de donde Z_1 {J7(s)dí} = - p J -

Luego si L l{ f (s )}  = F(t)  => L  '{ [7 (5 )* }  = —
*5 í

ahora aplicamos este resultado al ejercicio dado.

1 sena/ . r °  d i sena/, 1 sena/ . (■“  d i
¿  í ~  "}  = - T -  => ¿  ( I  " I  T l = -s + a  o Js s +a  ^ at

3.4. Transformada Inversa de Laplace de la multiplicación por i 

Teorema.- Si L l { / ( i ) }  = F (/) y EfO) = 0 entonces L l {s/ (s)} = F ' (/)

Demostración
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como L  1{ /(í)}  = F (/)  => L{F{t)} = / ( j ) , de donde 

L{F'{t)\  = sL{F(t)} -  F(0) = sL{F(t)} , es decir:

L{F' (t)} = s f ( s ) entonces Z. 1 {s f (s )}  = F'  (/)

Ejemplo.- Hallar L '{— — r} 
1 r  ( í  + 1)

Solución

1 . í V '
L ' { — - r }  = e- ‘L x{ - T} =

( j + l f  i 5 24

. í  / V '  í V '  e - f , 4
r W ‘ — - T T - 5 - ' 4'  >

3.5. Transformada Inversa de Laplace De La División p o r !

Teorema.- Si L~l {f (s )}  = F(t) entonces ¿ _1{XÍ£Í} — f F(u)du
s Jo

Demostración

como L  1 { / (s)} = F(t) => L{F(t)} = f ( s )  de donde 

L{fF(u)du}  = Z í f i  => r i { Z p }  = j V ( M)d«

Ejemplo.- Encontrar £  1{ -ln ( l+ -y )}

Solución



ZT1 { ln ( l+ 4 ) }  = {ln (^2 + 1) -  ln í  2} = -  7  r 1 -  7 }
S t S + 1 s

l . .  2 ( l-c o s í)= — (2 eo s /- 2 )     --------- -
/ /

' 2 (1 -eos u)
rfw

3.6. Transformada Inversa De Laplace por el método de las 
Fracciones Parciales.

P(s)
Las funciones racionales ——̂ , donde P(s) y Q(s) son polinomios en las cuales el grado

de P(s) es menor que el grado de Q(s), pueden expresar como una suma de funciones 
racionales simples, aplicando el criterio de descomposición estudiado en el caso de las 
integrales de funciones racionales.

Ejemplo.- Hallar Zr‘{ l l j  ~ 2 j+ 5— j
(s -  2)(2s -  l)(s +1)

Solución

l i s 2 -2 s + 5  A B -+•
( í - 2 ) ( 2 j - 1 ) ( j +  1) s - 2  2 j - 1  j + 1

A(2s - 1)( j +1) + B( s -  2)(s +1) + C( j  -  2)(2s-1 ) 
(s -2 ) (2 j-1 )( j+ 1 )

l i s 2 - 2 s + 5 = A ( 2 s - 1 )(s +l) + B ( s - 2 ) ( s + 1)+ C(s- 2)(2s- 1)

l i s 2 - 2 s + 5  = A(2s2 + s - l )  + B(s2 - s - 2 )  + C(2s2 -5s+2)

I b 2 - 2 s + 5  = (2A + B + 2C)s2+ ( A - B - 5 C ) s - A - 2 B  + 2C
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2A + B + 2C = 11 A = 5 
A - B - 5 C  = -2  => B = - 3
- A - 2 B + 2 C  = 5 C = 2

L~'{-----— ---- — } = L-'{— ---------------- — + — }
( í - 2 ) ( 2 . s - 1 K j + 1 )  s - 2  2 j - 1  í  +  1

= 5 Z T 1 {— }- - I ”1 { - i - }  + 2 L 1 {— }
\v - 2  2 1 í + l 's ----2

- S e 1' e '/2 + 2e~r
2

3.7. Teorema (Formula del Desarrollo de HEAVISIDE).

Sean P(s) y Q(s) polinomios en los cuales P(s) es de grado menor que el grado de Q(s). 
Si Q(s) tiene n raíces diferentes a , , a 2,..., a „ ; entonces

Demostración

Si el polinomio Q(s) tiene n raíces diferentes a ,  , a 2 a , ; por lo tanto de acuerdo al
método de la descomposición de las funciones racionales se puede expresar así:

P(s) A¡ A2 Ak A„
- L-L =  — +  —  +...+ —  +...+ —  ... (1)
Q(s) s - a l s - a 2 s ~ a k s ~ a n

a la ecuación (1) multiplicamos por s - a k , es decir:

+ - ^ _ +...+— +...+— - ) ( s - a k ) ... (2)
Q(s) s - a  j s - a 2 s - a k s - a H
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P(s) s ~ a k
Ak = lim -■■■■■ (x- a k ) = lim P(s).-

ahora tomando límite cuando v —> a k y aplicando la regla de L’Hospital, se tienes

*->«* 0 ( í)  2 (í)

s - a *  1
= lim P(s). lim lim P(s), lim P(s). lim y

s-> a k s ~><Xk s ~>ak^ s~+ak {¿ \ s )

£ (« * )  0 ’(a*)

. • vii — .......... (3)
? (« * )

reemplazando (3) en (1) se tiene:

P(s) P{ux) 1 , P{a2) 1 + + . />ía ») 1
Q(s) g { a k) s - a x f f ( a 2) s . - a 2 Q‘(a n) s - a „  

tomando la transformada inversa de Laplace se tiene:

r ' i 1 P{ai)  1 P(an)  1
£?C0 f f i a ^ s - a ^  Q'(a2) s - a 2 +" '+ Q'(an) ' s - a „

P(<*\) P(a i )  ^ («»)
=  e ‘ — r e aj +...+-TT e "

í? (« i)  g ' t e )  £?'(«»)

"  £ ¡ &(<*).

19í + 37
Ejemplo.- Calcular L {-----  }

(í -2 ) ( s + 1)(í + 3)

Solución

Q(s) = ( s -2 ) (s  + l)(s + 3) = í 3 + 2 s2 - 5 s - 6  
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Q'(s) =3s2 + 4 s - 5  => Q'(2) = 15, Q ( l) = -6 , ^ H ^ I O

P(s) = 19s + 37 => P(2) = 75 , P(-l) = 18, P(-3) = -20

■ 19^ + 37 P(2) „  + _ £ M ). +
, (í -2 ) ( j + i x í +:3)í  e ’(2) e '( - i )  g ( - 3 )

= 5e2* -3e~'  - l e ' *

/*(j)Observación.- Supongamos que /'(.r)  ------  son polinomios en donde el grado P(s)
£?(■*)

es menor que el grado de Q(s), pero en este caso Q(s) = 0 tiene una raíz “a” de 
multiplicidad m, mientras que las otras raíces bx ,b2 son todas distintas entre si.
Entonces se tiene:

P(s) A i Aj Am B i B„
•) f ( s) = ^ T 7  = ------“ T + -------^ 7 + - + — + ----Q(s) (s - a ) m ( s - a ) m 1 s - a  s - b x s -b„

1 d *
II) Ak = lim —— — k = 1,2,...,m

í-» a  ( £  -  1)! ¿y *

Entonces la transformada inversa es:

P (  \ A  A  t m ^

3.8. La Convolución.

a) Definición.- Sea F y G dos funciones continuas por tramos en cada intervalo
finito y cerrado 0 <, t ^  b y de orden exponencial. La función 

que denotaremos por F*G y que viene definidas por:

F(t)  * G(t) = ('F(u)G(t  -  u)du 
Jo

recibe el nombre de convolución de las funciones F y G.

179



e'  *senr = f e" sentí -  u)du = f e" (sen t eos u -  sen u eos t)du 
Jo Jo

= f e" sen t co su d u -  f e" senueostdu 
Jo Jo

S C H Í u „  c o s í  u u / '= (——  (e cosw + e senu) —  (e senu - e  c o s « ) |/n

= —|sen t e '  cosí + sen2 t e '  - e o s t e ’ sent+e '  eos2 í | - —[senr+cosíj

1 , f= — \e - s e n í- c o s í l  
2

e'  *sení = —(e1 - s e n í- c o s í )
2

3.9 Teorema De La Convolución.

Sean F(t) y G(t) funciones continuas por tramos V t ¿  0 y de orden exponencial, 
entonces:

L{F(t)*G(t)} = L{F(t)}.L{G(t)} = f(s).g(s)

Demostración

Sea f ( s )  = L{F{t)}= e~saF{a)da
■»o

g(s) = L{G(t)} = l ~ e - sflF(P)dp

feo  feo _ fCO feo t  a/ ( * ) ■ * ( * )  =  ( J0 e~saF(a)da)( \n e ' spF ( p W )  = J fl J fl e~s{a+P)F(a)G(f})da dp 
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Ejemplo.- La convolución de F(t)  = e' yG(t) = sent es:



= i ” F (a )d a [ "  e s(a+P)G(p)dp  
Jo J o

dejando a  fijo, hacemos t = a  + p, dt = dp, de modo que: 

/(■v)-g(.v) = í  F { a ) d a \  e~s‘G ( t - a ) d t
*0 •'a

En el plano ta  estamos integrando sobre la región sombreada, como F y G son 
continua por partes V t > 0 y de orden exponencial se puede demostrar que es 
posible intercambiar el orden de integración:

/ ( s ) .g ( s ) = f  e~*dt f  F ( a ) G ( t - a ) d a  JO Ja

= r e ~ s' { ¡  F(a)G(t - a ) d a } d t  =L{F*G}
Jo Jo

L{F(t)*G(t)J = L{F(t)}.L{G(t)} = fi(s).g(s)

Ejemplo.- Calcular L { \  eu sen(í-u)du}
Jo

Solución

Sean F(t) = e' y  G(t) = sen t, entonces por el teorema



Z,{J e u s en( t -u) du }=  L{e'} L{sent}

1 1
í - l V + 1  (.y -l)( j2 + l)

Nota: el *senr = f eu sen( t -u )du
Jo

3.10 Teorema De Convolución para La Transformada Inversa.

Suponiendo que L~l {/(.?)} = F(l) y  L 1 {g(s)} = G(t) .

Entonces /,“'{/■(£). g(í)} = f F(u)G(t -u)du = F * G
Jo

donde F*G es la convolución de F y G.

Demostración

Si se prueba que Z,{J F{u)G{t -  u)du] = f ( s ) .g(s)  ... (1)

entonces el teorema quedara demostrado, 

donde L{F(t)} = f ( s )  y £{G(/)} = g(s)

L{\ ' f (u)G(í  -u)du}=  P e *  F(u)G(t -u)du)dt  
Jo Jf=0 J«=o

= f í e s'F{u)G(t -u)dudt  = lim S M , donde
Jt=oJu=Q Af~* oo

S m = f M í  e s' F(u)G(t -u)dudt  ... (2)
Jí=oJu=0

Consideremos la región Rm sobre el cual se calcula la integral doble.
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Haciendo t = u = v => t = u + v

ahora a la región Rlu la transformamos en al región Ru

S M = JjV " F(u)G(t -  u)du ¿fí = JJe í("+v)F(u)G(u)
d(u,t)
d(u,v) dudv ... (3)

donde el jacobiano de la transformación es. 

du du

J(u,v) = d{u,l)
d(u,v)

du dv 
dt_ dt_
d* dv

■ [  I ’

por lo tanto: S M = j j  e s(l4+v)F(u)G(u)dudv
Hu,

ahora definiremos la función siguiente.

¡e ~s(u+v)F(u)G(v) , si u+ v< ,M
k(u,v)  =

0 , si u + v >  M
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rM f M
= I k(u ,v)dudv , entonces,

Jv=oJ|y=0

J»QO f  00 fQO
I k(u,v)dudv=  í e s(u+v)F(u)G(v)dudv

o Jo Jo Jo

= ( P  e~" F{u)du)( P  e~svG(v)dv)Jo Jo

lim S M = L{F(u)}. £{G(v)} = / ( s ) .g ( í )  ... (a)

c o m o  Z,{ í  F(u)G(t -  u)du} = lim S M  • •• (0)
"*0 A/-»an

por lo tanto de (a) y (P) se tiene:

/(*)•£(*) = ¿{ fJo

L l { /( i ) .*(*)} = jV (« )G (r-«)<*< = F * G

Observación.- La convolución de F y G es conmutativa, es decir F*G = G*F

Ejemplo.- Calcular Z,_1{-------   }1 V V - l ) ( í  + 4 ) '

Solución

184



Sea f(s)  = —— y g (j) = — de donde í - 1  " í+ 4

L l {f{s)} = e' =F{t) y L l {g(s)} = =G(t)

por lo tanto por el teorema de convolución se tiene:

Z r '{ í }=  \ ' f (ü)G(í  -u)du = [ ' eu.e~A(,u)du
í j - D í í + 4 )  Jo Jo

Jo 5 /  o 5 5

- i  j 2Ejemplo.- Calcular L  {— 5------ 7 }
(s +4)

Solución

L~x {—7 -— 7 } = LTl { - 7 ^ —  . - 7 - —f , de donde 
(s +4) Vr +4 s +4

f{s)  = —— -  y g(s) = - r — , por lo tanto 
s¿ +4 s + 4

r 1{ / ( j ) }  = cos2 /=F (/) y ZT1 (gCs)} = eos2/ = G(t)

1 .r2 ff f'L {—:-------—} = I F(u)G(t-u)du= I cos2m.cos(2í -  2u)du
(s +4) Jo Jo

= I eos 2 u(cos 2 í eos 2 u+ sen 2t sen 2u)du 
Jo

= cosh f eos2 2 u du+ sen2 1 f sen2 u.cos2 «du 
Jo Jo
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t sen4í _ .sen2 2f
= eos 2(— y--------) + sen 2í (---------- )

2 8 4

fcos2f sen2í.cos2 2f sen3 2t tcost  sen21
4 2 4

.v2 ícos2í sen2í 
■'* 1  {(.v2 + 4 )2 ^= 2 + 4

3.11. La Función Error.

A la función error denotaremos por f er y es defínido por:

al evaluar transformada inversas de ciertas funciones simples de s se encuentra la

función error por ejemplo: se conoce que ZT1 {—= } = -jL r entonces por la propiedad
■Js ijjtt

de traslación.

l 1{-7L = } = ~
V.v+1 V®

, 1
ahora aplicamos el teorema de convolución a la transformada inversa de L {— ,----- },

S\S+  1

es decir: L 1 {-} = 1 = F(t) y ¿  1 { - ¡ J = }  = 4 =  = G(t) 
s -Js+l

, 1 r  e “  r> e~u
L { i— -} = J 1. i— du = I i— du . . . ( l )

.vvs + 1 0 0 vxu

Sea u = x 2 => du = 2xdx = 2-Jüdx

para u = 0; x = 0 y para u = t , x = -Jt 
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, 1 [• e~u e~** 2 fV» 2 r -
L { ■— - } = |  —¡= d u  = J - j = - 2 x d x  = - j =  I e~* dx = f er ( 4 t ) 

S-Js + l 0 -WrtU 0 V* 0

^ 1{ - 7 = }  = /,r(V T) 
s J s + 1

Luego reemplazando en (1) se tiene:

3.12. La Función Complementaria de Error.

A la función complementaría de error definiremos por:

2 r  - .2 .  2 r
f a  ( 0  = 1 -  fe r  ( 0  = 1 e ~"Jo 7T Jr

du

3.13. Las Integrales Del Seno y Coseno.

A las integrales del seno y coseno se definen de la siguiente manera.

r  COSM. . r ' senw , , . , cosí
t ( 0 =   du ; / c( 0 =  -----

JO U J/ u
■du

3.14. La Integral Exponencial.

A la integral exponencial se define de la siguiente manera:

r°°e
. ( o = J  —jf u

u
du

Observación.- Se ha estudiado la función escalón unidad y su respectiva 
transformada de Laplace. Ahora expresaremos la transformada inversa 
en términos de la función escalón unidad y los expresaremos mediante 
el teorema siguiente.
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3.15. Teorema. Si L  '{ /( í)}  = F(t)  y c > 0, y si a F(t) se le asigna valores 

(no importa cuales) para -c < t < 0. Entonces: Z_1 {e cs f  (s)} = F(t  -  c)n(t  -  c)

e~4*
Ejemplo.- Evaluar L  *{——y y }

(s+2f

Solución

L l{ = e 2tL- l { \ ]  = 2f V 2' = F(t)
(s+2y s1

= F 0 - 4 ) K t  - 4 )  = 2(í - 4 )  V 2('~ V '  ~4)(s+2 )3

3.16. Ejercicios Desarrollados.-

1) Hallar la transformada de Laplace inversa de:

, 3 ¿-1 2
*» 1 W

Solución

r 1 = 3X”1 } --%= L~l { ^ L }  = 3c o s l j l t  -  y j l  sen i j l t
j  +8 s + 8 V2 í  +8

b) Z.1 {—i—}
2 s - 5

Solución
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c) L~l{—y -------- 7 }
s - 2 n s + 2 n

Solución

1 S  | S  ~  7t 4" Jt  < S  — K  « n
l  x{—2-------------- 7 } = L {--------- 2— r )  = 1  (------- 2— t ) + L í--------- 5— t )3 - 2 n s + 2 n  { s - n )  ( s - n )  + n  ( s - n )  +n

= e a  eos i t t+e” sen nt

1

d) i r x {—j————j  — }
s  +4 s -1 6

Solución

L'( i p i - í p ü ) .  r 1 ( i p i |  -  r ' ( i p ü |
s ^ + 4  s  -1 6  s  + 4 * -1 6

= 31-' í - ^ — } -  4L~l { - 4 — }- 4 L - l{ - 4 - 7 } + 6 L~l { - 4 - 7 }  
s +4 s +4 s -1 6  s -1 6

= 3 eos 2t - 4 sen 2t - 4 cosh 4t + 6 senh 4t

e) L l {—
(v + 1)5

Solución

Mediante la propiedad de traslación se tiene

L~l {— ^ - 5-} = e~' U x { ^ - }  = e * L l { - 7 — íf} = e~‘ (-—  — ) = — (4 í3 - í 4) 
(í+ 1 )5 s5 1 xs 4 s5 6 24 24

f) L- ' { 3s+2-----}
4s + 12¿ + 9

Solución
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r l { 3 j+ 2 — } = - r 1 { 5 + 2 /3 — } = 2 z , 1! - 1 } = 2 e -? '
4í  + 12j + 9 4 s +3 j + 9 /4  4 s,+ 3 /2  4

2) Hallar la transformada inversa de Laplace.

. )
s - s

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.

2 í - 6 _  2.v-6 _  A B C _  y 4 (j+ l)( í- l)+ B s(¿  — 1) + Cí(s+1)
s i - s  .y (s+ l)( j- l)  s j  + 1 .r-1  s ( í+ l ) ( r - l )

2 í - 6 =  A(s2 - l )  + B(s2 - s )  + C(s2 + s)

2 s - 6  = (A + B + C)s2 + ( - B + C ) s - A

A + B + C = 0 A = 6
- B  + C = 2 => B = - 4
-  A = -6 C = -2

2 s - 6  6 4 2
s 3 - s  s J + l J - l

z _1{2 ^ _ 6 } = ¿ _ .{6_  4 _ 2 } =6 4g_, _ 2e,
s — s S ■? +1 s - 1

b) / / ' { ------,y2 22j+------- }
(í +3)(j  +2s + 2)

Descomponiendo en fracciones parciales.

Solución



s 2 - 2 s + 2  _ A Bs+C A(s2 + 2.v+ 2) + (¿?.y + c )( .t + 3)
(s + 3)(s2 +2s + 2) -v+3 s 2 +2s + 2 ( í+ 3 )( .r  +2s + 2)

s2 -  2s + 2 = A{s2 + 2s + 2) + B{s2 + 3.v) + C(.v + 3)

s2 — 2s + 2 = (A + B)s2 + (2 A + 3B+ C)x+2A + 3 C

A + B = 1 
2A + 3B + C = -2  
2A + 3C =2

A =  —
5

B - ”
5

c - i
5

s 2 -  2s + 2 1 7 .  1 , 12.T+8
(J+3H J2 +2s + 2) 5(.v +  3 )  s  ^ s 2 + 2 s  +  2 ^

r U — ' 2 - 2* * 2 } - k  l 2 s+ * )}
(j + 3)(j2 + 2j + 2 )  5(s+3) 5 j 2 + 2 j + 2

= —  L~1 {— !— } -  —  L~l {— ¿ -----}
5 (í  + 3) 5 (,v + l)2 + l 5 ( j + V + 1

17 _3, 12 4
= — e  e eos t +—e sen/

5 5 5

c) ¿ - 1 2s+3  }
( .v -l)2(*+l)

Solución

■y2 - 2 j + 3  _ /í +J L +  C _ ^ ( j - 1 ) 2 + 5 ( j+ 1 ) ( j-1 )  + C (í+1)
(.v+1) (.v+1) J + l  s - 1 ( í - l ) 2 (a--i- 1)(5--1) 2



s 2 - 2s + 2 = A(s2 - 2 s + \ )  + B(s2 -1 )  + C(*+1)

= (A + B)s2 + (~2A + + A — B + C

A = 5-
4

B = -  — 
4

c - i
2

^ + 5  = 1
-2 /4  + C = -2  
A - B  + C = 2

(5 -1 )2(í  + 1) 4(í + 1) 4(.v-l) 2(í -  1)

= 1  1 {— } -  -- r 1 {— } + -  r 1 {— 1— }
4 • .V+1 4 J - l  2 (.V+1)

d) ^  11- 3~ f}s + a
Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.

1 1 A Bs + C
.v3 + a 3 (,v+ l)(.v2 - a s  + a 2) v + a s2 - a s  + a 2

A(s -  as + a 2)+(Bs  + c)(s + a) 
(s + a)(s2 - a s  + a 2)

1 = A(s2 - a s  + a 2) + B(s2 +as) + C(s + a)

1 = (A + B)s2 + (—aA + aB + (7)s + a 2 A + aC



A + B = O 
— qA + a.B + C = O 

a 2 A+ a C = l

A = -
3a

B = —
3a

C =
3a

1 , s - o
s 3 + a 3 3a2(s+ a ) 3a2 s 2 - a s + a 2

1 1 1 s - a
^  í- 3 r ) = ^  ( ,  2 , : - 7 t (“ 2 r ) is + a 3a (s+ a ) 3a s - a s + a

1 , 1  1 . s -  2a_ _  ¿-i {------ } _ _  L-i {.2 * r j.  n 1 1̂ 2 ' „ -,„2 >3a S + a  3a . a  2 3a
(,-2> +T

1 1 1 ' “ f  ^3
= 1 7 r ' W “ ^ , r l { -------------- ,  2 } -V 3 ¿ -1{-------------- - 5 - ,3a s + a  3a a ,  3a a , 3a

( - i r - 4 (‘V_ 2> + '  4

1 _fl, 1 V3 V3 V3a
3a 3a¿ 3a 3a

4 s  + 1

Solución

L x = i  £-1 (— !— } _ 2 ^  £-1 {.
4 s 2 + 1  4  s 2 + i  4  j 2 + I

4  4
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*2 + 4

V3 , 
) - T r*{-

s 2 +-

i t S  t 
- } = - s e n T - — c o s -

„  t . i .  r - i  f 2 í3 + 10í2 + 8 í + 403) Hallar L {-------- z—  ------------ }
s (s + 9)

Solución

Descomponiendo en fracciones parciales.

1 1 ,1  1
= — (—----- :-----) , entonces

s 2(.?2 +9) 9 j 2 .y2 + 9 '

2s3 + 1 0 í2 + 8 j+ 4 0  _ 1 2.v3 + 10s2 +8s+ 40  2s3 + 10.v2 + 8s+40  
í 2( j 2 +9) 9 s 2 s 2 +9

1 8 40 10¿+50„
= —(2j + 10+ —+ —t - - ( 2í  + 10----z )]

9 í  s 2 s +9

1 ,8  40 10j  50 , + — 1
9 s s s +9 s +9

r _j .2s +10í +8.r + 40 1 i 8 40 lOs 50 ,
L  {--------- z— ,-------------- } = - ¿  { -  +  - 5 - + - : ------ +  ^ ------ }

s (s +9)  9 s s s +9 s +9

= (8+ 40í +10 eos 3/ + sen 3í)

r_ i,2 j3 + 10.v2 + 8 j+ 4 0 , 1 . . .  „  ,
L {--------y^~2—  ------- } = — (24 + 120r + 30cos3í+50sen3í)
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4) Calcular L~ '{ ^
( s - 1)2(5+3)

Solucián

Descomponiendo en fracciones parciales se tiene:

2-v2 -9 .r+ 19  A | B | C ^ - 1 ) ( j  + 3) + ^  + 3) + C ( j-1 )2

(ír- 1 ) 2 (5+3) J + l  (.v + 1)2 J + 3 ( j - 1 ) 2(j+ 3 )

2 í  1 -  9.v +19 = /í(52 + 2 í -  3) + + 3) + C (í 2 -  2s +1)

+ C>2 + (2/1 + -  2C)J

j4+C  = 2 í/4 = -2
- 2 ¿ + 3 £  + C = 19 => ■ B = 3
-3 A + 3 B  + C = 19 C = 4

2.v2 - 9 j +19 2 3
(j -  1) (.v+3) J - l  (í - 1 ) 2 J+ 3

r 1! 2^2 ■ 9f.l — — ? - + — L - 1 + - L - }
( í - 1 )  (j +3) (í -1 )  J +3

= -2 X."1 {-^—}+3 Z.-1 {— L ^ } + 4 ¿ 1í - i - }  
s - 1 ( j - 1 ) 2 í+ 3

= -2 e ' +3te ‘ +4e~3'

5) Hallar L A {—  * + 2.V +  3------------- }

(s +2s+2)(s  +2^+5)

Solución
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Descomponiendo en fracciones parciales se tiene: 

2s2 +2s+3 As + B Cs+D
( j 2 + 2 s+ 2 )( í2 + 2 j + 5) í 2 + 2 í+ 2  í 2 + 2s+ 5

_ (As + B)(s2 +2s+5) + (Cs+DXx2 +2s + 2)
(s2 +2s + 2)(s2 +2s + 5)

s2 + 2 j + 3 = A(s2 + 2s2 +5s) + B(s2 + 2s + 5) + C(s3 + 2s2 +2 s) + D(s2 +2s+2 )

= (A + C)s3 +(2A + B + 2C+D)s2 +(5A + 2B + 2C+2D)s+5B + 2D

A + C = 0 A = <¡
2A + B + 2C+ D = 1 B = 2
5A + 2B + 2C+2D = 2 ^  C = 0 
5B + 2D -  3 D = -

1  1  
¿2 +2jh-3 3 3

(s2 +2s+2)(s2 +2s + S) s 2 +2s + 2 s 2 +2s +5

2
, s 2 +2s+3  , 3 3
'  ■> - -  - ’ - -  * _2 , , o _2( i  + 2 j+ 2 )(s  + 2 j+ 5 ) s +2s +2 j  + 2 í+ 5

3 L í ( s + l)2 + l í + 3 i  Í ( j+ 1 )2 + 4 }

1 1 ,= —e sen t + —e sen2í

- i  16) Calcular L {—r------1-------- ;--------5-----------------}
í  +13í  +62 í  +149^ + 130

Solución
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j 5 +4s* +14.r3 + 6 2 j2 + 149j+130 = ( j+ 2 X j2 -2 j+ 1 3 ) ( í2 + 4 j+ 5 )

, 1 ,_ i, A Bs+C  D s+ E  ,
L {—<------;------- í------- 5----------------í = L *{----- - + —------------ + —-----------}

\y +4.v +13i +62s +149j+130- s + 2 í 2 -2 j+ 1 3  j 2 +4s + 5

factorizando el denominador se tíene:

1 r_ i, 218 8.V+81 226J+515
4578 s+2  ( s - 1)2 + 12 ( j+ 2 )2 +1

—-— (218e~2' - e ' r > {̂ } + e -2' I  *{̂ ^
4578 s +12 í 2 + l

= —í— (218e 21 - S e '  cosV 2í— 7= s e n V Í2f + 226e 2, cos/ + 63e 11 sen/) 
4518 VÍ2

2s2 - 4
7) Hallar L x{  ---------------}

V + lX * -2 X * -3 )

Solución

aplicando la fórmula de HEAVISIDE.

P(s) = 2 j2 - 4  y Q(s) = (s + lXs - 2Xs - 3) 

para Q(s) = 0, se tiene o t = - 1 ,  a 2 = 2 ,  a 3 =3

0 ( s ) = s 3 - 4 í 2 +5 + 6 => 0 ’(í) = 3 í2 - 8 í  + 1

, 2 j2 - 4  P ( - l ) r -, + _ P (2 Ie 2, +m . e»
\ s + l)(s - 2 ) ( s - 3 y  Q'( - í )  0 ( 2 )  0 ( 3 )

2 4 j i 14 j, 4 21 7 3(  e 1 +  e +— e M  ------------ e "  +—e*
12 - 3  4 6 3 2
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8) Calcular L { -
19j +37

(í -2 ) ( j +1)(í +3)

Solución

aplicando la fórmula de HEAVISIDE.

P(s) = 19s + 37 y Q(s) = (s -2)(s + l)(s + 3)

como Q(s) = 0, entonces a : = -3 ,  a 2 = -1 , a 3 =2

Q(s) = s 2 +2s2 - 5 s - 6  => Q'(s) = 3s2 + 4 s - 5

g ( - 3 )  = -1 0 , Q '{ -1) = - 6 , 0 '(2 ) = 15

P(-3) = -20, P(-l) = 18 , P(2) = 75

! .  19^ + 37 } = L_x P ( -  3) + />(-!) + P{ 2)
1(í -2 X í+ 1 )( í+ 3 ) í V ( - 3 ) ( í+ 3 )  g ( - l ) ( í + l )  Q (2 ) ( s - 2 )

L  l{f (s).g{S)\ = f’F(u)G(t -u)du = F * G ,  donde f(s) = L{F(t)} y g(s) = L{G(t)} 
Jo

= 2e~3' -  3e~' + 5e2'

9) Calcular L '{■

Solución

Aplicando el teorema de convolución se tiene:

( í+ iX í2 + i)
•} = L-'{(— -){—— -)}, donde

J + l s 1 +1

m

g(s) =
r +1

G(i) = L {—j-----} = sent
V + l '
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L 1{— -ir; }= { F(u)G(t -u)du  = f e u .sen(t -u)du
(.v+1)(í2 + 1) Jo Jo

-  f (s e n /c o sh -c o s ísenu)du
Jo

= se n íf  e~a eos u d u - c o s í  í  e -” sen udu 
Jo Jo

—e eos H+e sen u ¡'  —e sen u - e
= sen í (----------—  ) j  -  eos í (------------- —

e ' s e n / , . sen/ e ' cosí
(se n /-co s í)  H 1-------------(sen/ + co sí)-

2 2 2

e~' s e n /-c o s í 
~ 2 ~ + ~  2

e~' + sen í - c o s í
L X{---------- 5 } =

(.r+l)(.v + 1)

10) Calcular I _,{—;-----r}
V + 1 ) 2

Solución

Aplicando el teorema de convolución.

L  — —5-} = L l{—— ----------}, de donde
V + 1)2 V +1 r +1

/(S)V
G ( ‘ )  =  L  ' { ^ 2 ^ - }  =  COSÍ

F(t) = L~l {~Y—r} = sen/ 
í  +1

" cosh / '  
— ’/ „

cosí
“ T *
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L 1 {—7-̂ — 7 } = f  F{u)G(t -  u)du = f  senu.cos(í -u)du  
(s + 1) Jo Jo

= f sen u. (eos í eos u + sen í sen u)du 
Jo

= eost f senu eosudu+ sen t f  sen2 udu 
Jo Jo

sen2 u / '  u sent/cosu / '
= cosí(— ——) /  + senf(—    ) /

2 /  o 2 2 I o

cosí sen2 í ísen í sen2 (cosí ísen í

, s ísen í

11) Dado a >  0 y ZT1 { / ( s ) }  = F(t) ,  probar que: L~l {f(as)} = — F(—)

Solución

Sea * = - = >  L{F{kt)} = ± - f ( { )  
a k k

L{ >} - a  f  {as) => F ( - ) ^ a L  x{f(as)}

12) Hallar L~ {— 7 j- r}
V + a 2)3

Solución
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Aplicando la propiedad siguiente.

Si LA {f(s) )  = F(t)  => !  '{/(*)} = - 7  £~* {/'(*)}

1 1 —4^

í _ , V ^ ! )J , " 4 r ' í (s ! + « ' ) ! l  ' ' ' ( 1 )

aplicando el teorema de convolución

zr'l—p t t )  = L 1 ( 2 1 2 • 2 1 2 }. de donde(s2 + d 2)2 s ¿ + a l s +a

í  + a  a

, 1 f ' , f ' se nau  sena (f -u )  ,
 T T Í =  F(u)G(t -u )du  = -------- .---------------

( í 2 + a 2)2 Jo Jo a a

1 f '=s—- I sen¿2M(sena/cosaM-cosírr senfl«)e/w 
a 2 Jo

1 f ' r  2= — |sen at jsen aucosaudu -co sa íj^ sen  aurfu]

1 sen2 au u sen2a« / '
^ I s e n a f . — c o s a í . e - — — ) | /

1 ^sen3 at ícosaí eos2 aí.scnat i l ,senaí icos a l ,
= 7 f [  l a  ~ 2 + la  =^ ~ a  2



= —¡y  (sena* - a t  eos at) ... (3)
2a~

reemplazando (2) en ( 1) setiene;.

- i  s 1L {—y----- t t }  = — r  (sen a t - a t  eos at)
(s 2 + a 2y  8 a 3

2
13) Hallar ¿  ‘{ln( s + l )} 

s(j + 3)
Solución

2 i
¿  — TT» = ¿  l í ln(j2 + 1) -  ln j  -  ln(.v+3))s(s + 3)

aplicando la propiedad siguiente.

¿ _1{/(*)} = - y  r 1 {/'(*)}

I  1 { l n ( ^ l ) }  = - i  I ~ L }
í ( j  + 3) t j  +1 s .v + 3

v2 , t i  i , ^ - 3

i r 1 {ln( -)}  = - - ( 2  COSÍ -1  - e  y ) =
í ( j  + 3) t t

k 214) Calcular ¿ - ‘{lna+.ÍL-)}
s

Solución

k ’l
L~l {ln(l+ — )} = ¿ - ‘{Infí2 + ¿ 2) -  ln í  2} = - -  ZT1 {- y - - . - - }  

s t s +k s

1. ' ■ ' 2 - 2 cos&/= — [2 eos/rf- 21  --------------
í r
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_j . k 1 2 -2 c o s kt
I - ‘{ln(l+— )} --

s i

15) Calcular r 1{ln(l+-ír )}
S '

Solución

r 1 {ln( 1 + - \ ) }  =  r 1 {ln(.v3 + 1 ) }  -  3 r 1 {ln 5}
S

1 , 3.r2 , 1  1 , 1  2 s— 1 3
= — l x{—,— J - 3 Z ,1!—} = ~ r 1{— + —.—  ------- }

t 5 + 1 V  t 5 + 1 5 ~ 5+ l S5  - 5 +  1

rr  3 - 2 e t/2 c o s ^ - t  - e ~ r
= - - ( e ~ '  + 2e"2 eos— 1 -3 ) = ----------------- ?----------

í 2

¿ '{ ln ( l+ — )} =
j 3 - 2 e ,/2 cos~ ^ r t - e  '

s

*5 S 2 + b 2
16) Calcular ¿  1{ - ln ( - r — r )}

Solución

, 5 2 + a 2 , ,  ,  ,  ,  1 , 2s 25
£ ( ln ( -r — T)} = ¿  Íln(í2 + a 2) - ln(52 + ó 2)} = —  L~x{ - ----- r  ■— j — j }5 + b  t  s + a  s + b

1 , .  .  , . 2 eos bt - 2  eos at
= — (2 cosa /- 2  eos A/)  ----------------------

/ t

, _ i , l .  , 5 2 +<z2 , r '2 (c o sA u -co sa n )  , 
1  {—ln(--,- ,%•)} = I -----------------------du

5  5  + b  J0 U
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, (,í + a)(s2 + c2)
17) Calcular ¿  '{ ln-1------  rA

(s + h ) ( s - c ) 2

Solución

L '{ln -  +-? ^ ‘—1£_1)} = ¿  ‘{ln(s+a) + ln(s2 + c 2 ) - ln (s+ A )-2 ln (s -c )}  
( s + A )(s -c r

= -----L — L.}
t s + a s +c s+n s - c

= - - ( e + 2 coscí- e ~ bt - 2 e a )

e bl + 2ea - e  m - 2  eos ct
t

e 4s
18) Evaluar L~x{ r}

(J + 2)
Solución

Utilizando la propiedad siguiente:

Si L x{f (s)} = F(t)  => L~l {e~asf ( s ) }  = G(t) donde 

Í F ( í - n )  para t > a
G(t) =

0 para t < a

‘( s + 2) 2 '  V

_!, e~4'  \ F ( t - 4) , f > 4

(s + 2) 2 1 0 , í < 4
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e * \ ) = F ( t -4 ) . / i ( t  - 4 )  = ( í -4 )e~2(,-4)n 0  - 4 )  
(s + 2)2

e~4í
I 1! - — r }  = í í - 4 ) e - 2(,-4)/ i ( í - 4 )  

(j + 2)2

1
19) Calcular L {—;-------- j—}

j  (1- e  )

Como —í— = l + je + x 2+ . . . p a r a  | x|  <1 
1- x

Solución

1 = l+e~2s +e~4s+...+e~2,a+...
\ - e ~ 2s

 !_____ f  e -2ns ______ V £ _ Ü
l - e - 2 ‘  ¿ í  s 2 ( l - e - 2 ’ )  ¿  s }

, «o -2i»  ® _-2(«

00

= y  F(r -  2n). fi(t -  2« ), donde
«= 0

, 1 Í 2 ( í - 2n)2
F (í) = ¿ 1{— } = —  => F( t - 2 n ) =y ■

. 1 v 1 (í -  2n)2
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20) Hallar ^ l {s i + \ i >

Solución

1 d a
como L ( J 0{at)} = ■- , derivando L{—  J 0(at)} = ~-r— -  , uwn.auuu . •» 0 “  2 , „ 2i3/2

J s 1 + a 2 aa (s +<* )

a
L{t J 0 {at)} = -  —5---- T~vT . tomando la inversa

( j  +a )

-Ir 1t J 0{at) = - a  L {-j~2-----~^3~ í  de donde

1 tJp{at) tJ\{at )
\ s 2 +a 2) m ) ~ a ~ a

1 t ./, {at)

21) Calcular F(r) = L“1{ - — í-------}

cosh 2.r =

3 , y F ( i2)
s cosh(2í)

Solución

e 2s+ e ' 2s I 2 2e 2s
2 cosh2í  e 2s+e 2s l + e 4í

í 3 cosh2.r .v3(l + e 4í) i 3
( l - e ~ 4s +e *s - e  l2l+ ...) (-!)"<

2  „  (4n+2).v

= — E ( - l )ne"(4"+2)5 = 2Z ( - 1)b £ -
* n=0 n=(l S

3

4ns
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s cosh 2.v "  s

J ~  g - ( 4 « + 2 ) í

F(r) = L l { -  — } = 2 2 ,  (-1)" r 1 {----- 3-----}
^ cosh 2 j  "  .v

cr>

= ^ ( - l ) " ( f - 4 » - 2 ) 2|i ( f - 4 » - 2 )  de donde
n=0

F(/) =

0 si t < 4n + 2
00

^ ( - l ) " ( í - 4 n - 2 )2 si r >4« + 12
11=0

ahora F(12) = ]T  ( -1 )" (1 2 -4 « -2 )2 = 102 - 62 + 2 2 =
»=0

puesto que ^ ( - l ) B( 1 2 - 4 n - 2 ) 2 , 12> 4n + 2
n=0

exp(-)
22) Calcular L x{ ?-}n̂+1

m m

Solución

m!

exp(a / s )  y 1 a
~  2 ~ t „m+n+l »

00 „ W | oo Qm l. exp(a/.r) ^ o "  , 1
mi '^m+n+1 >

W=U



= (V 2Y (V*7)2m+" = ( - ) " /2 / .  (2-Jat)
a “  m!(m + n)! a

donde /„ ( í) = y  í (—)2|"+" función de Bessel modificada.
vn\ ( m  -i- 9m=0 m!(W + n)! 2

^ 1 1  r- i,2 e  2 senh(3 + .v/2) 123) Calcular L {-------------- — ------ -}
(.v+6)9/2

Solución

3_ i  _3_A
.v p  2 —  p  2 c  -t

2e 2 senh(3 + —) = l e  2(---------------- ) = e  s - e
2 2

, 2e3 2 senh(3 + í /2 )  . e6 ' - e  2s
r <  ! =  i 7 ¡ 7 ^ r !

- ( 1 )

„ - 2í  i , 7/2 i ¿ „ - 6 í  , 7/2
f i = e~6t L U 1 = e 61 ----------- =
(.?+ 6)9/2 V /2* T ( 9 /2 )  105V ^

, 2é>3~ 2 senh(3+.v/2) A6e' ^ '~ l\ t - 1)7/2 16e_6(' ”2)(7 -2 )7/2
r | - — 1  * g - 7 ol T ,  w s f *  * - 2|

i 2e 2 senh(3 + .r /2 )  12 -<s,, . . 7/2 n  ,i2- 6rr ^ . 7/2 , ^
 (v + 6) 2------- * = ®  ̂ ^  //(i — l) — e ( í - 2) W - 2) ! - ^ *

24) Calcula Zr’A ^ }  
V-v

Solución
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QQ n oo -

n=0 n=0 n ' S

e ~ V  » 1
t - L í - d " — “7 
VJ n=0 « !í"+z

entonces se tiene:

V.v w! *"+i = í - , rv _ . jL  r í  V*11=0 * í n=0 w!r(n + —) "=0n!■Jñ(2n)l
2 22" .n !

^ ( - 1 ) " ( 2 V 7 ) 2"  c o s ( 2 J 7 )  

V *(2»)! " ¿ J  ■jñt(2n)\ ~ Jñt

, e 7 cos(2VT)

■■■ L , T ] - ^

1 2
25) Calcular Zf1 {—/ 0 (-p )}

J VJ
Solución

por definición de la función J 0 (t) se tiene:

,2 t A ,6
•/o (O =  1----- T  +  —2-- 2------- 2--2— T + " '

2  2  .4  2  .4  .6

2 22 2 4 26
M 4~s) ~ l ~ 2 1s + l 1A 2s 1 ~ 2 2A 2.62.s i + ”

1 2 1 1 1  1 1 
s ^ t f - s ' s 2 +  2 2 . s 5 ~ 6 2 s 4 + 2 4 2 . j 5 " "

1 1 1 1 1
J í 2 ( 2 ! ) V  (3 !)2s4 (4!)2.t5
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, 1 2  í 2 í 3 í 4 ( - i ) " í n ^  í - n v
r ‘{ -y 0(-p )}  = i - / + — r - — r + — T - —+ , + -  = Y  .

0VV Í (2!) (3!) (4!) (n !)3 (w!) 3

26) Calcular L l {---------- , 8,9 + 5----------—
(í  + 1)(.v + 4 í + 5 ) ( l- e  )

Solución

Ss + 5 A Bs+C  3 1 l 3.r+25
(í+1)(í2 +4í + 5) J+l í 2+4í + 5 2 j+1 2 s 2 +4 í + 5

2 j +1 2 (s+2)  +1

, 3 1  1 3(j  + 2) + 19 3 3 19
L {- — (---- (----------------- 5----- ) } = - —e - —e c o s í-  —  e sení

2 ví  + l '  2 v (J + 2) 2 + r / 2 2 2

= -y (3 e ~ ' + 3e“2' cosí + e~2' senf)

1 °°
— í - r -  =  1 +  <T3í + e~6t+ ...+ e ins+...=  y  í
1 e »=o

e -3os

t~ Ir 8.V + 5 r-1 rr  ̂  ̂/ 3s + 25 x ’ - 3ns i
L »---------- 2------------------- — 7T~T'~5--------------------------------------------- i( í + !)(.?2 +4.v + 5 ) ( l-e " 9í) 2 (í+  1) 2 í 2 + 4 í + 5

t í  2 2 S  *! + 4 « 5

o 00 3rw+3n i 00 /- j „ m \ ^ _ 3« í+ 6n

b= 0 S 8=0 - 5 + 1

= -  -  y  e “'+3n r 1 > - -  y  e -2(' - 3"’ i - 1 {3,9+19 e- 3ní j
2 ^ - '  S  2 * - *  r 2 -1-1

b=0 B=0 J  +  1
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3 °° 1 °°
= -  -  ] T e  y  e 2('“3,,) |3 eos í +19 sen í J/í (í -3 « )

n=0 B—0

1 °°
= - y  X l 3í?"(,~3',) 2Í/ 3n > ( 3 c o s /  + 19senr)|/i(í - 3«)

-6í
27) Hallar Z,_1{ arctg(.v2 +4.V+4)}

s

Solución

Sea f ( s )  = arctg(í2 + 4.v + 4) => f ' {s )  =  ^ + ^—
(.r+2) + 1

. 1 , 1 , 2j +4
L  {/(■*)} = —  L~l {f ’(s)} = r  { -7 }n  t XJ v "  r ( s + 2) +1

g 2'
í C ^  V + l * ”  t 'u  k(s2 +-J2s+l)(s2 —Jls+l)*

e 2' f i ,  As +B Cs+D  ,
  L *{—---- = ----- + , n

i s - v 2s+:l s  +V 2j +1

e~2' , 1 1  1

< ¿  ^  V2 , 1 "  V2 ,  1
(* - T > + ( W ) ( I + T >  + (V?>

g “ 2'  Ü ,  1 í
- y - ( g 2 sen(~j=t) -e  1 sen(~j=)\

e~i> t e ^ ' - e ^ '  e~2t t J í
 sen (-= )( ]   sen (-= ) senh— í

21 v2  2 / V2 2
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—21 í  >/2e sen(-j=) senh 1
L~'{arctg(.v2 + 4.V+4)}  ---------------------------— ,>-

u —6 v 2
e -6s ~ e  ) s en ( - j = -) ^ nh—  (u - 6 )

L~l { arctg(.v2 +4.r + 4)1 = í ----------------------------—--------------------- //(«-6 )du
s Jo u - 6

4 - e ~ bs
28) Calcular L [ { ^ y  Halle el dominiode existencia de F(t).

Solución

4 ~bs a -bs A -b s M-bs ~-2bs*c -3bs- e  4 — e 4 —e e e-t e
í 4(4 + 2e hs) 4 4.r4 2 . 4 8

4.v4(l + — )

4 -¿>s o° - nbs 00 .**■. -fes „-nbs

4» í í  2" Í S  •» ’ 2 '

4- e -/>‘ \ r ( - l ) n e ni,s e (n+,u

u E — ' »

_ Iv M l -i 4e~"¿w e ^ (n + ,)s

~ 4 ¿  2 - ¿  { , 4 4 /  }

1 ^ ( - 1 ) \ 4 ( / - « H )3 . .  ( t~ (n  + l)f>)3 , ,
= 7  2 - “ Tí” 1-Á   Vi1 ~ nb) — — — ------------n( ‘ -  (» + 1)*)14 2B=o z
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1 V Í - ! ) "  3 3= T 7 2 L ~ 7 T ' l4( ' - nb) M - nb) (»+1)6) vjw(í-(n +1)6)1
i i=0 ¿

y F(t) existe en nb < t < (n + 1 )b

29) Demostrar que: ./„(/) = — f e ,lw (1 -  w2 ) ~1/2 dw
;r J-i

L ÍJ0(O} = -

Solución

1 1 1

■Js2 + 1 Vs+7 

aplicando el teorema de convolución se tiene:

‘ ' ! í  “  ; L  l { - r = }  =  t  1 2 pV* ’ V$-7 VjT

J s  +1 ijs + i y / s - i  J0 ¿4n V*

= — i* e'(f_2“)«_1/2 (í -  u)~U2du 
n  Jo

Sea u = tv => du = t dv , cuando u -»  0 ; v —» 0

u —> t ; v —> 1

J ° í 0  = *  Jo el(,~2u)u~U2 (í ~*'2 = 7 / 0  ¿*fJWiv - V2( / - v )  v2dv

^ o O ) - ~ ~  f 1 e '/(l_2v)v _1/2(1 — v)_l/2í/v71 *0

ahora hacemos w = l - 2v => dv = - —
2
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cuando v -»  0 , w - » I  y  cuando v -> 1 , w -> -1 

. 1 f-J 1— w  1 + w ,,, dw
M i ) = * * " { — ) 1/2 (— y vl  ( - — )

1/2 dw

i r*
30) Demostrar que: J n ( / ) = — ! cosí/ cos0)d0

n Jo

Solución

(0 = 0 , w = l 
Sea w = eos 0 =** cuando <

[0 = n  , w = —1

utilizando el ejercicio 28) se tiene.

Jo (0  = “  i '  e ,Yw( l - w ? r 1/2dw = -  f V ^ O - c o s 2 0)~v2(-
7 t J -1  J f  J n

= — í  e,,co*ftd0  = — í[cos(/cos0) + /sen(ícos0)|d0 
7t Jo K  Jq

IC71 j f*
= — cos(rcos0)d0 + — sen(/cos0)d0

71 JO 71 Jo

igualando la parte real y  la parte imaginaria se tiene:

1 t*
J ()(t) = — I eos(/cos0)d0 

K JO

31) Probar que L~l {t~V2f er (•#)} = - i -  a rc tg (-i)
V 7IS 7¡S

Solución

214

sen 6)d0



V 1 ( - 1)"*"Se conoce que: e = ^ ------ j— , sea x - u
n n ' n =0

°° / ..2n
ii _  y 1 ( 1) «—   ̂integrando de 0 a t.

Ámmá M |«!«=o

r e v á„ . Z (z!2l r ^ . ¿ ( d ^ / '
Jo “  «! Jo “  n!(2n + l) • o«=0 ■ »=0

00 /  *

I  e - ' d v - Y , —
Jo ^  »!l

n!(2n + l)

—  ( - l )n¿2”+1 
n=0 »!(2w + l)

2 f ' * 2 ^ ( - 1) V
U ( t ) - ^ í e dU~ ^ ^ n \ ( 2 n + 1)

7 ÍJ-. multiplicando por

.-1/2 y- ,77,  2 y  ( - 1 ) V
/ , r (  )  V 5r ¿ ( 2 " + i ) » !

1/2 r 2 v1 2 ^  (-1)"
= 7rSp ^ Ñ i‘'

2 y  (-1)" 2 y  (-1)"
" f ñ  »=o Í2« +1)« ->fñ s n =0 (2 n  + 1)í"+t



/ - I  I f00 x sen xf32) Calcular I — =------dx
Jo x 2 +\

Solución

Í><x> x  sen xt
— -—— d x , tomando Transformada de Laplace

o x 2 + l

L{F(t)} = C e  s,( í  X S*ntXdx)dt = P  —y —  ( * '  sen xt dt )dx 
Jo Jo x 2 +\  Jo x 2 + l Jo

MXX> y  f OO
= I —  ¿{sen xt}dx = I — -—

J0 x 2 +l  o (X1 +
x 2 dx

(xz + l)(x2 + x 2)

= - j —  í  ( 2 2 — T~~)dx = ~ T ~ ¡ l ^ a r c tg - - a r c tg ^ l / rs — 1 x 2 + s 2 x 2 + l s 2 - 1 j  /0

j 2 - f  2 2 ’ 2 ' j  + 1

 ̂sen jc/ 7T 1
Luego L{F(t)} = L{\  —  dx} = —(----- ) tomando la transformada inversa

Jo r  +1 2 s+1

2 s +1 2

rJo
r°° 233) Calcular eosx  dx
Jo

Solución

f°° 2Sea F (0  = I cosí* d x , tomando transformada 
Jo
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L{F(t)} = f e st({  eos(x2dx)dt= f (f e "  eostx2dt)dx 
Jo Jo Jo Jo

ÍiQO *OD g
¿{costx }cfoc=l —;----- —dx

0 Jo r2 +x

sea x 2 = s tg 0 => 2xdx = s.sec2 QdO

cuando x -> 0 ; 0 —► 0, cuando x -> oo , 6 = —
2

r® sdx  r */2 s 2.sec2 OdO

 ̂  ̂ ^  s 2 + x 4 **o (¿2 + s 2 tg2 6 ) 2 j s t g 6

1 f */2 dO 1 f "72 i n _i/■>= — í  ,____ = — =  í eos 0.sen Gd6
2 Jo ^/.vtg0 2vx 0

1  i
1 I*"72 v i , ,  2í¿ l i  1 ^ 4 ^ 4 ^

= — p  eos 4 0 sen 4 d.dd = — j=.------------r— —
2-J s Jo 2-Js 2H -  + - )

2- / T  2 2^  2.sen— 2^  V 2 2^ 2^
4

F ( í ) =  *  ¿ - ‘ { J - 172} =  *  r 172=
2 V I  2V2 2V27

F ( l ) = f  cosx2útc = —
Jo 2 V l

, . .  _ , . f^ c o s n x ,
34) Calcular I —  dx

Jo r  4-1

Solución



Í°° eos nxt
—2— ~dx , tomando transformada

¿ ( f (, ) ] -  .  r  ' < r v »
Jo Jo x 2 + \ Jo X1 +1

=íTt t t  í(0O”“'1*  ■ f

r°° 5<Z* f"° 5 .vn2 í£c

Jo (x2 + l) ( j2 + n 2* 2) J o ^ 2 + l  j 2 + « 2jc2  ̂í 2 - n 2

■ (arctgx — — a r c t g /  = 2 " 2 =
s - n  i 2 / o  s - t i  2 2í  2(5

2(5 + n )(s -n )  2(í+ « )

tt /r <
2(í + n) 2 

Jo
°°cosnx , Jte n
o * 2 + l

dx = ■

1
35) Calcular L { p}

j -V J

Solución



1 1  e ‘
= e'  +e, \ L - ' { - } * L ' { - ¡ = = } ]  = e ' + e ' | l * - 7 = l  

í  VJ+1 v ?rí

rt e u i—
= e ' + e ' \  —f = d u  , v = v«  => u = v => du = 2vdv 

J0 J x u

u = O, v = O, u -> t => v' =

= <>' J  e v2dvl = e ' +«'/«■ (VT) = e '( l  + / w (0 )V* Jo
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3.17. Ejercicios Propuestos.-

1) Hallar la Transformada Inversa de:

”  »  í ¡ &  

c) r , i 7 b +^  d> r ‘(77?>

, I . _ , 2s 2 + 5 .r-4
0  L ' { ~ -----2— 1(■y+ 2) s +.9 - 2.9

i . o v — 6
g) í  { - T - T - T )  h) ¿s +2 .9-6  í - l

■ 5.9-2 i 9+12
" ¿ < 1 7 7 7 7 ?  ® r '« 7 7 ¿ »

Rpta. a) F(t)  = 2e* - 2eT' s e n h y í b)^  F(t)  = e "' - 2e~v  senhy-

senh(V5í) 4 í3/2
c) F(t)=  d) F (í) = 2cos3í+  sen3í

e) F(f) = <T2' —  f) F (í) = 2 + e ' - e ~ 2íO

g) F(t)  = 6e~' cosh- J l t - —¡=?e~' senh-Jlt
V7

h) F(r) = 2 c o s h í - 6 senhí

5 a ,  V2 16 i .  VÜF
i) F(t) = —e 3 c o s h - y í - ^ - j y  e 3 s e n h - y í

j) F(t) = e 2' cosh2í + 10e_2f senh2/
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j ; ; 3 J  RP*a- m  = T ( 3 e ' - e - ' )(s+ l ) ( s -3 )  2

2/  J  RP*«- m  = ‘ - l + e ~ 's (.v + 1)

, 5  + 1 1 cos2í sen 2/
1  t a T Í 1 Rp“ -

1 2.v2 +1
L l{ 5-} Rpta. F(t) = l + e ' -3 /< T '

5(5 +1)

L x {------------ } Rpta. F(t) = 1 - 2  e - 1' +e'
j ( í + 2 ) ( j - 1 )

1 3í +16  , ,  , ,
L~x{-s  } Rpta. F(t) = 5e — 2e

5 - 5 - 6

RPta- F(t) = l - ^ e ' + ^ e '

Mediante fracciones parciales, hallar la transformada inversa de Laplace.

s — ,v 2 2

,_i, 5 3 + 1 6 v- 2 4  oos2< 2 . sen4/
Z, {-7-------5------1 Rpta.----^ (0 = --------- sen2ín— cos4/+------

5 +2Qs +64 V 3 3 2

_ 2 -j

L '{
(5 -2 )(5-3 )(5 2 +25 + 5)

1 2/ 3 v 29 „ 151
Rpta. F(t) =  e + — e  e co s2 í+  e sen2 í

v  13 10 30 390

L_1{ i-r } Rpta. F{t) = — e~‘ c o s í—-sen f
(5+l)(52 + l) 2 2 2

*

Mediante la formula de Hoaviside calcular la transformada inversa de Laplace.

Z, 1 {— — } Rpta. F(t) = 3 e 2' - e 3'
(5 + 2 )(5 -3)J



b) L x{ -?.9--t2Z----}
(j -2)(5+1)(í +3)

Rpta. F(t)  = 5e2' -  l e  ' - 2 e '3'

c) z-»{ ■, *   }
s - 6s  + 1  l.v -  6

Rpta. F (0  = y - e 2' + | e 3'

d) L l { 1 }
( r + l ) ( . 9 2 + l )

Rpta. F(t) = — (e ' + sen t - co s t )

*) L- '{ 2 Js - s - 6
3.9+16

Rpta. F(t) — 5eir -2e~2‘

Q ¿ '{ r +; L  J6.9 + 7.9 + 2

g )  r » (  2 7 - ' 2 '  ¡
(j +4)(í  +9)

e - ,a 1 _» 
Rpta. F ( í )  -  - e  3

Rpta. F(t) = 3e_4r -  3 eos 3/

h)
z„1{_ s - l

(j +3)(í ¿ + 2.9 + 2)

4 1 ,
-} Rpta. F(t) = - —e + T e (4 c o s f-3 se n í)

i) L~'{
s2 - 3

(í  + 2)(í -3 ) ( í ¿ +2.y + 5)
}

_  . 3e3' e 21 e ’ cos2r 9e ' sen2í
Rpta. F(t) = — ------- —--------— +-

50 25 50 25

j) l ~H
s 1— --------------   } Rpta. F(t) = — senh í.sen t

(s ~2s  + 2)(s +2s + 2) 2

4) Encontrar la transformada inversa de Laplace.

-1 1 2 2a) L {— 5---- 5— 5------5—} , a * b  , a b *  0
(.9 +a )(s +b )
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b) r V + « 2)(*2 +A2) í ’ a 2 * b2 ' a h * °

C) r ' { (s2 +a 2)(s2 +b2) ] ' ^  * b2 ' a b * °

d) l ‘{— r ----) e) L l{-------- — -------- }
s(s + 1) > - 3 ) ( s + 2 ) ( s - l ) '

5) Hallar la transformada de Laplace, mediante el teorema de convolucion.

a) Zf'{  ----- - }  b) L '{ -------- \-------- }
V  + 3X.V-1)' l (í  + l)2(í _ l ) í

c) r l { 7 '2 'í"n 2 > «*) ¿■'{-T7 L- r }(s + 1) J ( j+ l)

1 3v^
e ) L " t 7 ^ » ' - a * h  0  L ' i l ? 7 r¡T \

•  t ', (77Ij>'1 w r ' ' W ’

0

6) Hallar la transformada inversa de Laplace de:

3) 2 '  J  b> L~l (  -2 'Is +2s+5  j  -ó .r+13

C)----------L l í - j ^ ----} d) ¿ ‘{ y - — 1 }
x -6.V+13 s +4.V + 29
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L-1̂ }
( J + 1)4 r l{ 7 ^ r r }(í + 2)3

. r - j f 2s - 6 s + S
»  L (7 ^

_i 3í - 8 4 s -2 4
s 2 + 4 s 2 -1 6

1

, 2s - j i  ,

») ¿ { - n - — : ls ( s - n )

, í +2 
k) r ’f - i  5 i.y - I 6 s  +100

I) L l{ — ------ }
(j + l)(.v +4)

i i )  r ' { — ---------------------------------
(s + l)(s  +4í+13)

) m) r ' { --------   r }
(í + 1)(.v+2)

7)

a)

Hallar las siguientes Transformadas inversas.

L - ' i , . ’ - ” 3 )
j  + 6s + l l s  + 6 b) r ' (7 3 5 7 7 T <

1 S 
C) L {------------- ;----- }

V + 2) V + i r
d) L ' í  — 2 }

( í + 1)(s +4)

r ‘{ 27 12j }
(j+4)(.r +9)

g) £- 1{— —7 ) . » > 0* (.y -1)
h) / , '{ —j—— j-}

V  +  1)2

2.v

i ^I) 2 , }
V + 1)

J)
s +1

224



8) Si r ' { - ^ T } = - '  + 1-  , n > - l ,  calcular:

(■v+1)

r-i , 3 s - 2  7 ,
e) 1  {7 ^ " 3 7 T I }

r - i  , 3 ( v 2 - 1 ) 2 . 4 . V - 1 8  . ( s + l ) ( 2 - . y 1 / 2 , 
V L. i - + -  r + —  )

9 - y 2

9)

a)

Hallar la transformada inversa de Laplace.

s 2 + 2.y

(.yz + 2j + 2)¿
b)

, s ¿ - 6 s  + 7
L i- i------------TÍ(j  - 4 v + 5 )

i .y3 + 8.y2 + 22(,?+1) 
(y2 +6.y+10)2

, .r3 + 3.y2 - y - 3
} d) L l{— j----------- r*}

(y +2s + 5)

. 2(y3 +2.y2 - y - 4 7
e) L { : 2 A , , ,2  } (y +4y+13)

2.y3 - s 2 -1
1  ' ( . - m V - M ) 2 ’

g) £
.y 2 -1 0 .y -2 S. 

.y3 -25.y
i»  r ' í  / +1 )

6y +7.y + 2

10)

a)

Hallar la Traasformada inversa de Laplace de:

¿ - ‘{ ln í - U }
.y-1

b) r ' ^ t a í  * M 
2 s ¿ +1

c) L"1 {ln(——r -)}s+b
d) ¿ -‘( l n f - ^ i ) }

y(y +1)
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¿ V l n f ^ ) }  j) r ^ t o í ^ j ) }
y y+ 1 y s l +b

, y - 1  , 1 y2 + a 2
L (yln(— -) + 2} 1) ¿  { ~  ln ( - r— r)}

y+ 1  y y +b

y + 2  y(y+3)

(y +  fe )(y -c)

Hallar la transformada inversa de Laplace de

X_1{arctg(y + 1)} b) ¿ “'{-arctg(-)}
s s

L 1 {— cos(—)} d) L_1{arctg(-^-)}
y y s

L  1 {arctg(y +1)} I) ¿ ‘{arctg(—^—)}
5+2

-45 A
L~l {—— arctg(y2 +4y+4)} h) ZT1 (y2 arctg(—)}

y2 v

Calcular la Transformada inversa de Laplace de:



1 1 1 1 
L i- ¡ = =} n L í— — f )

f s - l  ( í - l )V ^

g) ¿ - '{ .- - i - — } h) ¿ * {  l . . — -}
V-vV í+ 'l V>v + 4.r +13

i) L- ' i -Z^ - } j) - J ----- }
.v e +1 j s - a + b

k) ¿ '{ e 17' -1} 1) Z ,‘{e 17í -1}

n.) r ' i  (7 » ~ '  )
4.v +4,v + 9

13) Hallar la transformada inversa de Laplace de:

»  L ■ ■  } b) r ' {

16)

(.r+l)(.r+2)(,v2 + l ) ( l - e  2í) (.v-l)(.r+2)2( l - e  2s)

3í + 5
O r ' { — r — — — — } d)

í(.r2 +2í+5)(e~í + 1) ( í+ 1 )( í2 +4s + 5 ) ( l- e " 3í)

14) Para a > 0. Demuéstrese que: de L 1 {/(í)}  = F(t) se sigue que

LA { f (as  + b ) } = - e ~ ^ F ( - )  
a a

15) Dado F ( t ) -  L x{——  ------ }, calcular F( 10) Rpta. F(10) = 344
s' senh(3í)

Verificar I a  {- = e' ( ■—  ̂ ■■ + f „  (VÓ - 1)
1 + V j J n t e

e -sJ7 e * 1*'
17) Verificar LA {— p —} = — ,—

V*v J n  t
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r- lrV ^ T T -V ^ , e " 2J x{t l  2)18) Demuestre que: L {  ___ — =} = -------;---------
V.v+1 +V* 1

1 t"e~'
19) Demuestre que para w e Z + , se tiene: ZT1 {----- jy—¡-} = ---- —

, 1 t me~a'20) Demuéstrese que para m > -1: L {----------- -} = -----------
(.v+a) T (m + 1)

21) Halle la formula para determinar:

22) Hallar =
(s1 -  2.v + 2)

Rpta. F(í) = -e~'  (eos t + (t -  n) sen í]/u„ (t)

-4‘t i
23) Evaluar L~'{------- r } Rpta. F(f) = - ( í - 4 ) 2e 2(/”4V ( '~ 4 )

(s + 2) 2

i e_3s24) Si F(t) es continua para t > 0 y F(t) = L {--------- -} evaluar F(2), F(s), F(7)
(* + !)'

Rpta. F(2) = 0 , F(5) = 2e~2 , F(7) = 8e 4

, ( l - e ~ 2s)( \ - 3 e  2s)
25) Si F(t) es continua para t > 0 y F(t) = L {------------ \------------} evaluar

s
F(l), F(3), F(5)

Rpta. F(l) = 1 , F(3) = -1 , F(5) = -4

26) Hallar Z ‘{-------- \ .......  } Rpta. F(t)  = e~at \ e a’J {)(bt)dt
(s + a ) J s 2 +b 0
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i veces.

27) Sí //(.v) = ln(l+ - = = = )  calcular F(t) = L '{//(.v)}
Vl + .v2

28) Mostrar que para cualquier entero n > 1, a *  0.

i 1 1 V , 1L {— r — 7— 7 } = —  t L l{— 7-----5— }dt
(x +a ) 2«Jo (s2 + a 2)”

29) Utilizando el resultado del ejercicio 27), para demostrar que:

Zr'{—5— "Y „+i}   í  4  * í f  t s e n t d t , n 1
(s +a ) 2 an'Ja ■'o Jo Jo

30) Dado c > 0, s > 0 y F(t) = L~l { /(s)} . Pruebe que

r ' ( J  = 2E  í - 1)" ̂  -  2»c-c)C /(r -  2«c-  c)cosh(cí) —

31) Calcular 7~‘{ -----------    }
y ( í 2 + 2s + i 6)3

Rpta. F(t) = -^== j  sen-yjtó(t -  u)J0(JÍ5u)du 
V i5 J0

f  ^  —  —  £  (m !)2

33) Calcular la transformada de Laplace: L~l {----------------------------------}
s(as+ l)(as+2)... (os+ n)

Rpta. F{t) = — (1 -e  " )"  
ni
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-3.Í _2E1 h

34) Hallar F(t)  = ¿ R p t a .  F (0  = ^
se  i n=4 v ) ■

35) Demostrar que:

L l { -  T * - " -  + — — T  +  / .... ~ - } =  T "  í 1 +  e ' ) ~ ( 1 + e '  ) f e r  ( V f  )  +  - r f e r ( a t )
1 + V l+ r 1 + vs s-Qs+a J n t  -Qa

36) Calcular ¿ “’{------«=} 37) Calcular Z, ’{—=====---- }
,y -  ■Qs - Q s - a + b

. 2s* + \4s2 +16 .v1
38) Calcular L {—5---------2— 7771— 1777 T77 + Ü  7 ~T>(5 + l)( i  + 2 )(í +7)(l + e • ) .v + 4a

, s 6 + .y5 + 10í4 + 6s3 + 25s2 + 9.y
39) Hallar L { ^  + Jfo6 +94v4 + 240í2 +225 }

40) Encontrar L ]{2^  ~ l s  +14- --^ -}
(■v — 1) (•*■ — 2)

„ - 4.y3 + 18.y2 +30 í +17,
41) Encontrar L {----------------- ---------- }

(.y+ 2)

. ,  í 3 - 2 \ 2 + j
42) Encontrar L {-

(y2 - 4 í+ 5 ) ( í2 -2.y+5)

1 3 í2 - 2 j - 1  ,2 í 3 +5.y2 + 6s + 1,
43) Encontrar L { t  } 44) Hallar L {------- - —5 }

( j - 3)(s2 + 1) í ( j + 1)-

45) Hallar L 46) Hallar T 1

. 2 ( j3 + 2s2 -  .y-4 7 ) 
47) Calcular L  {——j—-  — ~2 }

(.y + 4 s + 13)

230



, s 3 - 6 x 2 + 2 7 í-3 8
Calcular L {----- ;------------- ;— }

(í  - 4 . r + 13)

s -  6.r + 7 , 1
Calcular L {— ------------7 } 50) Calcular L {—= = • } ,  a,b > 0

(.v + 4s + 5) -Jas+b

, r ' sen t 
Calcular L {.v Z.{J —-—dt)}

Hallar la transformada inversa de Laplace L 1 { í }
s ( s - a ) n

Hallar L“‘{ l l z L  1

4 s - 2
Hallar la transformada inversa de L~x {—r  (—5----- )}

s s +4

Calcular L 1 {—7——— — }, V A,B,b y c reales
s +2  bs+c

, 2e3(I 2 * senh(3 + —)
Calcular L '{—— —7 } 57) Evaluar L x{-------------- —— — }

3 +4a (x+6)

Calcular F(t) = L l {—-— í—-—}. y F(12) 
x6( l - e As)

I
c * í

Evaluar L x {” 7̂ }  60) Calcular L  x { —  }, a * b
■v-r -Js + a +-Js + b

Calcular L x{ 10------ } 62) Calcular L x{~r—  -------}
s senh(c.r) s cosh(cv)



63) Calcular L 1 {•^=-} 64) Evaluar L 1 {——¡-}
,v"+l

65) Evaluar L~l{—— -} 66) Evaluar L x{— r------}
.v -1  se*s + 1

67) Calcular Zf1 {-------- —r}
(j  + 6)

4.v3 + 6.r2 + 14s+ 11
68) Calcular L {—;--------------------- ;-------------- :—-}

(s5 + 4 s4 + 6 .s + 5 j2 + 2)(1 -  e )2 '

, 4 - e ~ “ . e vs
69) Calcular L {   T^~} 70) Encontrar L { — }

í (4 + 2e_aí)

71) Encontrar L *{———------}
s senh(4í)

í 4 - 6.v3 +5.v2 + 3 j -  11 i» VM T  l J J  1
72) Calcular L {—5-------- 5------- -r-------- ---------}

(s2 + 1)(í2 + 4 )( í2 + 9 )( í2 +36)

73) Calcular L~l {~  74) Hallar ¿
y/s2 + a 2 s +4  a

2 , „2 2

,_ i , 1 _i e ‘ senh(6í)
75) Encontrar L {—= = }  76) Encontrar L {--------—[ j - j—}

V í4 —a 4 (1 — e )

- 2 0 j

77) Calcular L l{—      ,
- 5  . r „  „3  . 0 , 2r  + 5^  ̂+14^ + 6 2 ^  +149^+130

2e 2 cosh(5 + —) 2 r2 - 9 r  + 19
78) Evaluar L~l {— r— ^ - }  79) Evaluar L l { - -------f ---— }

(s+24) (j - 1) (s + 3)
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, e s ( \ - e ' s )
80) Calcular L {-----^  -}

s( s + 1)

Rpta. F(t) = [¡ - eos (t - 1)] p(t - 1) - [ 1 - cos(t - 2)]p(t - 2)

81) Demostrar que:

a) L ' { e ^ }  = - f = = e ^  b) L~l {--------} = / „ ( - £ = )
2-Jrtt * V41

e) r i (e -4,-2V7}= 1 4)
V ll(< -4 )3

, 1 í / i (0
f )  ¿  , ) =  - 1

g-ajs
g) {— r r í  = í/>VT+ ~ r ).t+ 6V j 2Ví

c) L {se ^ } -  (a 2 -2 f )  ¡— — d) Z, *{ r~ i = i—
4 y * / 5 V.v v ^ '
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CAPITULO IV

4. APLICACIONES DE LA TRANSFO RM ADA DE  
LAPLACE EN LA SO LUCIÓ N DE ECUACIONES  
DIFERENCIALES.

Las técnicas de transformada de Laplace son muy útil para resolver ecuaciones 
diferenciales con condiciones iniciales dadas, es decir: A medida que avancemos 
en su estudio observamos que dicho método transforma un problema de 
Ecuaciones Diferenciales ordinarias en un problema algebraico de fácil análisis, el 
que una vez resuelta es llevado al problema original atravez de la transformada 
inversa de Laplace.

Este proceso observaremos en el siguiente esquema.
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d nv
Como L{— —}, n > 1, depende y(t) y sus n - 1 derivadas calculadas en t = 0, la

dt
Transformada de Laplace es especialmente adecuada para resolver problemas de 
valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales. Este caso de ecuaciones 
diferenciales puede reducirse a una ecuación algebraica en las función 
transformada L{y(t)} = y(s), para ver esto, consideremos el problema de valor 
inicial.

d ”v d n Xv dva„— — + a„ . ------'—+...+a, -=- + a nj> = g(l)
d tn d lnX dt (U SK

v(0) = .v0 , y'  (0) = yn   v/o)”0 = .4 " 1}, en donde

a¡ , i = 0,1,. ...n, y ^ s°n constantes, por la linealidad de la
Transformada de Laplace podemos escribir.

d" v d"~xy  dv
a ” L { ~drr ) + ( l n - x L { ~ d F ^ )+ ' ' + f l l  + a ° L [ y ]  =  L {8 (t ) )

aplicando el teorema de la Transformada de Laplace

an lsn L{y) -  í - ^ O )} * -2 /  (0)-.. (0)1+an [a- 1 L{y) -  s"-2.K0) -

- í b- 3/ ( 0 ) - . . .  -> '"_2)(0)]+...+o0L{>'} = L{g(t)}

(ansn +a„_iS”~x +...+a„)L{y} = an[snXy( 0 )+ sn:iy'(0)+...+y{''-1)m +

+ a„„i (sn- l + sn- 2y(0)+...+y(n-2)m+. . .+L{g(t )}

de donde L {y} = y (s), calculando y(t) mediante la transformada inversa de 
Laplace.

X0 = r l{.y(s)}

En forma similar para las ecuaciones lineales de coeficientes variables no 
homogéneas.
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Ejemplo.- Resolver las siguientes diferenciales 

1) / '  (í) + 4y(t)  = 9í , y(0) = 0 , y'  (0) = 7

Solución

Tomando Transformada de Laplace en la ecuación diferencial 

L{y” (t) + 4y(t)} = L{9t}

L{y"{t))+AL{y{t)} = L{9t}

s 2 L{y(t)} - s y ( 0) -  y ’ (0) + 4L{y(t)} = 4
s

2 9 _ 9 + l s 2
( í z +4)L{y(í)} = — + 7 =  j

J í

7 j2 + 9  9 , 1  1 , 7
s  ( s  +4) 4 J -2 S  + 4 s  +4

9 1 1  7
y( t) = ^ { - ( - - r - í + T T }4 , r  í  +4 j  +4

9 , 1  1 , 1 9 1
y(t)  = -  r 1 {— - -y — }+ 7 r 1 i - j — -} = -  (r -  -  sen 2r) + 

4 5 +4 $ + 4 . 4  2

, ,  9r 19 „y(t) = — -+ y s e n 2 r

2) (I>2 -4Z) + 4)y = 2e2'+ c o s / ,  y(0) = - ^  , y'(0) = - ^

Solución

d 2y  . d y  t 2í 
— £ - - 4 — + 4v = 2e +cosí 
dr2 dr
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L { ^ - - 4 ^ - + 4 y }  = L{ 2e2t +cosr} 
dt2 dt

s2L {y (f)} -sy (0 )-y (0 )-4 sI{> '(/)}+ 4 j'(0 ) + 4¿{y(0} = L{2e 2' + cos/} 

(s2 -4 s+ 4 )L { y (r)} -— 4-— + —  = —-— i-- X

tomando Transformada de Laplace en la ecuación

25 25 25 s - 2  .v2 + i

( s - 2  )2¿{v(í )} = - 4  + - t Í -  + ̂ - ^
■v-2 s +1 25

r( , 2 .v 3.V-16
L{yU)} = ---------r + —f----------t +  T

( s - 2 ) 3 (s + lX $ -2 ) 25 (s-2 )

, . , - i , 2 s 3.v - 16
y(t)  = L *{-r + —5   t +-------------------- rJ

( s - 2 )3 (.v2 +1K $-2) 2 2 5 (s-2 )

, . 2 2 » 3 2» 3 2» sen íy(r) = r e z' + - r e  ' + — e --------
5 25 4

3) r / ,(í) + y ( í )  + r>»(r) = 0, y (0 )= l ,  y (0 )  = 0

Solución

Tomando Transformada de Laplace se tiene 

L{ty ' ' ( t )+y ' ( t )  + ty(t)} = 0 , d s  donde 

L{ty"(t )}  + L{y'(t)} + L{ty(t)) = 0

-  4  (s2 L{y(/)} -  sy(0) - /  (0) + sL{y(t)} -  y(0) ~  L{y(t)) = 0 
ds ds

-  2  S  L { y ( / ) }  -  S 2 4  ¿ { v ( 0 } + J  H y ( t ) Y - 4 ~  L { v ( t ) }  =  ods ds
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(s1 + \ )^ -L{y ( t )}  = -sL{y(t )}  
ds

dL{y{t)} sds
------------   — ------ , integrando
L{yU)} s 2 + l '  ' B

ln(Z,{_y(f)}) = - l n  V¿2 +1 + InJt 

fe
ln(L{v(OJ) = l n , levantando el logaritmo

V.r! + 1

L{y(t)} = ____ , tomando la inversa
V.v2 +1

y(i) = k L l { . . - =■} = k ./0( í ) , como y(0) = 1 y J 0(0) = 1 entonces 
4 s 2 + 1 

y(0) = c J 0(0) => l = c

y(t)  = J 0(t)

4.1. Solución De Sistemas De Ecuaciones Diferenciales por El 
método de la Transformada de Laplace.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

+ 2v + / ( 0

J , - < I)- ^  = a 21x + an y  + g(t)

con condiciones iniciales x(0) = x0 , y(0) =-y0 , donde x,y son las funciones
incógnitas, au ,a n ,a2[,a22 son constantes y f(t), g(t) son funciones conocidas 
tomando la Transformada de Laplace a ambas ecuaciones diferenciales del sistema 
(1)
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L Á  = U a u x  + a l2y ^ f ( t ) i
at

L $ - \  = L{aiyx + a 11y  + g(t)) 
at

mediante las propiedades de la transformada se tiene:

v L{x) -  x(0) = a n L{x] + an L{y] + 
s L { y } - y ( 0) = a2, L{x}+a22 L{y) + L{g(t)}

agrupando términos se tiene:

( s - a ¡¡) L{x] -  an L{y} = x„ + L{f( t)}
-  a2i L{x) + (.v -  a 22 )L{ v} = y Q + L{g(t)} ... (2)

Si x0 + L { f  (/)} y  y {, + L{g(t)} no son ambos cero, entonces se puede resolver el 
sistema (2), mediante la regla de CRAMER, es decir:

£{*} =

x0 + £{ /(* )}  -<*12
-Vo+^ígO)} X“ <*22

*-«11  “ <*12
-<*21  ̂— <*22

(x0 + ¿{/(r)}X *~ q22 )+ a i2 (y 0 + ¿{g(Q}) 
( s - a u ) { s - a 22) - a n a 2l

x  = L i ^(x0 + L { f ( t ) } ) ( x -a 22 ) + a 12 (y0 + L{g{t)\)  ̂

(s ~ au X s ~ a 22)~al2a21

L { y }  -

x-<*n x0 + I | / ( r ) }  
- a  2, ^o + ¿{R(')}

x - a . - a 12

- a 21 s - a 22

(* -<*11 )(.Vo +  ¿{g(Q}) +  <*21 (*0 + ¿ { /(O ))  

(x-<*llKx-<*22)-<*12<*21

= jr-l^ (x ~ <*11 X.Vq + ¿{g(Q}) + <*21 (* 0  + ¿ {/(O )) j 
(s  -  <*11 )(s ~ <*22 ) ~ <*12<*21
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por lo tanto es evidente que la Transformada de Laplace, nos permite convertir un 
sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas en un sistema 

-de ecuaciones simultáneas. Este método puede generalizarse a sistemas de “n” 
ecuaciones diferenciales de primer orden de coeficientes, dado entonces un sistema 
correspondiente a “n” ecuaciones lineales simultáneas.

Ejemplo.- Resolver el problemas con

Tomando Transformada de Laplace, a cada ecuación diferencial

L{x'(t)}= L { x ( t ) - y ( t )+ e ‘)

L{y'(t)} = L{2x(t) + 2y(ñ+e~'}

s L{x(t)\ -  *(0) = L{x(t)} -  L{y(t)} + L{e' }

* U y ’ (0} -  ,v(0) = 2L{x{t)} + 3 L{y(0) + U e ~ ' }

( s - 1 )L{x{t)} +L{y(t)\  = I + - L .  = - i -
j -1  s -1

como x(0) = 1, y(0) = 0,

Solución

-  2 L{x(t)} + ( s -  3)L(y(i)} = ——-
s + 1

s - 1
s - 3

11 19s-45
  H------- X—---------

10(s+l) 10(s — 4s + 5)
¿W O } = ^ 7  

.v-1
- 2  s-.3

11 -r 19 2, 7 2, e +— e eos t  e sen t10 10 1010
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L{y(t)}  =

í -1
í  

í -  1
1 í -1  2í- 2

í +1 •> 2 ií +1 í - 1  3í +1
í -1 1 (í -  1)(í -  3) + 2 ( í  2 - 1)(*2 -  4 í +5)
- 2 í - 3

2 2 8 , .v-2 , 7 ,  1 ---- —H — (--------  ) -----(--------- ------)
5(í + 1) í - 1  5 ( s - 2 )  +1 s (í _ 2)z + l

i j-ir ^ ^ -v- 2  7 1
V * 5(í  + 1) + í -1  5 (í - 2 ) 2 +1 5 (j - 2 ) 2 +1

2 8 7
y(f) = ~ ^ e ' + 2c r - —e2' cosí - —e 2' sení

4.2. Una Ecuación integral.

El teorema de la convolucion es útil para resolver otros tipos de ecuaciones en las 
que aparece una íunción incógnita bajo un signo de integral. En el ejemplo 
siguiente obtener f(t) resolviendo una “Ecuación Integral” de la forma.

/ ( O  = g ( 0  + f ~ »)dp  Jo

donde las funciones g(t) y h(t) son conocidas.

Ejemplo.- Obtener f[t) si f ( t )  = 3í 2 -  f f ( f t )e '~ ,,dn
Jo

Solución

Tomando Transformada de Laplace.

!{ /( /)}  = ¿ (3 í2} -  U e ~ '> -  L{ £  f i r t e ' ^ d » }
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¿{ /(O ) = 4  t - r - W U M e ' l
s í + 1

£ { /( ')}  = 4  ~T  ^ 7  ¿ (/(O }
.y-3 í + 1 í-1

d + - !- r) ¿ { / í o } = 4 — 4
í - 1  s í+1

í 4 í ( í+ l )  s 3 Í  í  í +1

, 6 6 1
m = L ~ 1

s s s .v + 1} =3 12 - t 3 + \ — 2e~'

4.3. Una Ecuación Integro-Diferencial.

La segunda Ley de Kirchoff establece que en un circuito simple conectado en serie, 
la suma de las caídas de potencial a través de un inductor, de un resistor y de un 
capacitador es igual a la tensión E(t) suministrada, es decir que: caída de potencial

a través del inductor = L —  caída de potencial a través del resistor = Ri(t) y
dt

1 f 'caída de potencial a través del capacitor = — i(x)dz en donde i(t) es la corriente
c Jo

y L, R y C son constante, se deduce que la corriente en un circuito como el que se 
muestra en la figura esta regida por la ecuación Integro-diferencial.

L - + R Í + -  f í( tW t = E(t) 
dt c Jo
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Ejemplo.- Determinar la corriente i(t) en un circuito simple L-R -C si L = 0.1 H,
R = 20 Í2, C = 10  ̂F , i(0) = 0 y si la tensión aplicada E(t) es como se 
muestra en la figura

Solución

como el voltaje se anula para t > 1, entonces podemos escribir así:

expresado en términos de la función escalón unidad. 

E(t) = 120t - 120t jí (t -1 )
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por medio de la segunda propiedad de traslación se puede escribir así:

E(t)= 1201 - 120 (t -1 ) n ( X - 1)-120 / i ( t -  1) 

ahora reemplazando los datos en la ecuación

L — + R i + — f/(r)rfr = E(t) 
dt c Jo

0.1 ̂ + 20/ + 103 j V ) í / r  = 120/ - 120(/ -  l)¿/(/ - 1) - 120//(/ - 1)

Si ¿{/(/)} = /(.v) =* Z.{ f =
Jo í

1(0.1— } + 20L(i(/)}+103 L{ f/(r)d r}  = 1(120/ - 120(/ -1 )U(t -1 ) -120 U(t -1)} 
dt Jo

i/ v > ,«3 Hu) 120 120c ' 1 120e '0.1 s I(s) + 201(s) + 10J = — ----
x s 2 x2 x

multiplicando por 10 s a la ecuación

t 1 e~‘
(x + 100) / ( j )  = 1200(------------- e~s)

x x

1 1 , 1 .I(s)  = 12001 Y ---------------— i T e I
j ( í+ io o ) 2 í ( j+ io o )2 M fio o ) 2

„  v 1/10000 1/10000 1/100 I 1/10000I(s) = 12001---------------------------------------- r J------------ e s +
s í +100 ( j + 100) s

1/10000 1/100 1
------------------- f> -j------------------------(> 5 --------------------------

Í  + 100 Cv + 100)2 ( j  + 100)2

aplicando el teorema de traslación para la transformada inversa.
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i(t) = ̂ | 1  - e  m ,A )n{t - 1)1 -  I2te I00/ - 1188(í -  \)e m ' X)n(t - 1)

4.4. Resortes acoplados.

Supongamos que dos masas ml y m2 están sujetas a dos resortes A y B, de masa 
insignificantes, cuyas componentes son y k 2 , respectivamente. A su vez, los 
dos resortes están conectados como se muestra en la figura.

Sean x, (í) y x 2 (t) los desplazamientos verticales de las masas con respecto a sus 
posiciones de equilibrio cuando el sistema se encuentra en movimiento, el resorte 
B esta sujeto tanto a un alargamiento como a un acortamiento; por consiguiente, su 
alargamiento neto es x 2 - x , . De este modo, por la ley Hooke resulta que los 
resortes A y B ejercen sobre m¡ , respectivamente las íuerza

Si no se aplica ninguna fijerza externa al sistema y no hay fuerza de amortiguación, 
entonces la fuerza neta sobre m¡ es -/t,* , + k 2 (x 2 - x ¡ )  por la segunda ley de 
Newton escribimos así:

-Mi y M *2 -*i)
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De igual modo la llierza neta ejercida sobre la masa m2 se debe solamente al 
alargamiento neto de B, es decir: - k 2 (x2 -  x x) 
de esta manera resulta que

d 2x 2 , / 
d i¿

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado queda descrito por el 
siguiente sistema dé ecuaciones diferenciales de segundo orden simultáneas.

m d 2x  i , ,i — -  = - k xx x + k 2(x2 - x , )  
dt
d 2x  2 .

m 2 — ~  =  ~ k 2 ( x 2 ~ x \ ) d t¿

. . .  (1)

Ejemplo.- Resolver el sistema (1) suponiendo que k l = 6 , k 2 = 4 ,  mx = 1, m2 = 1
y que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades 
unitarias de direcciones opuestas.

Solución

como las masas parte de su posición de equilibrio entonces jc, (0) = 0 , x 2 (0) = 0 

y como sus velocidades son unitarias y opuestas entonces x x (0) = 1 , x 2 (0) = -1 
ahora reemplazando en el sistema (1)

x, (O + lOx, ( t ) - 4 x 2(t) = 0 

\ - 4 x x (t) + x'2(t) + 4x2( t )= 0
.. (o)

tomando transformada de Lapláce a cada ecuación

| L{x"\  ( 0  +  1 0 x |  ( í )  -  4 x 2 ( i ) }  =  0  

{L{x"2{ t ) - 4 x x(t) + 4x2{t)} = 0
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J í 2 L{x, ( t )} - .V  X , (0) -  x0 (0) +  10sL{x¡ (f)}  -  10x, (0) -4 1 { x 2 ( / ) }  =  O 

[s2 L{x2 (/)} -  s x2 (0) -  x2 (0) -41{x , (í)}+4¿{x2 (í)} = O

(s2 + \Qs)L{xl ( t ) } -AL{x2(í)} = 1 

-4Z,{xi(í)} + (s2 +4)¿{x2(r)} = - l

aplicando la regla de CRAMER se tiene:

1 - 4  
-1  s2 +4 .v2

.V2 + 10.V - 4  
- 4  s2 + 4

(s2 + 2)(.r2 + 12)

usando fracciones parciales podemos escribir.

s 2 _ As+B Cs+D
(s2 + 2)(s2 + 12) ~ s 2 + 2 s2 +12

s 2 = {As + B)(s2 +12) + (Cv+ Z>)(s2 + 2)

•v2 = (A + C )s i +(B + D)s2 + {\2A + 2C)s+\2B + 2D

comparando los coeficientes de s en cada miembro de la igualdad se tiene:

A + C = 0 
B + D = 1 
12A + 2C = 0 
12B + 2D = 0

( s2 +2)(x2 +12) 5(í2 +2) 5(s2 +12)

A = 0
C = 0

de donde g  = - l  
5
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LU A  r)} = ------- r — + 6
5(s2 +2) 5 (j2 +12)

x,(r> = L~1{ j  ------}
5(s + 2) 5(s +12)

1 , V2 6 . VÍ2
J" ( , , - i 7 r r  ‘7 T ? + 5 3 f f i  « 7 7 5 »

V2 r- &  r  x \{t) = - - ^ - s e n v 2f + -^~scn2v 2í

xz + 10j  1 
- 4  -1 j 2 + 6

.v + 10j  - í 
- 4  í 2 +4|

(x2 + 2)( j2 + l ’2)

siguiendo el proceso anterior, mediante fracciones parciales obtenemos.

r r  ,  «  2 / 5  3 / 5L{x2{t)} = — ------------------
s + 2  s +12

2 , -Jl 3 , VÍ2 J l  r  S  r
x 2(0 - ~ —7= ¿  ( i  } - —7 = f-  v  } =  senV2f  sen2V3t

2 5^2 s +2 5Vl2 j  +12 5 10

Luego la solución del sistema (a) es:

J 2 J3
x, (t)  ------- seny/lt  +  senl-JJt

1 10 5

x 7(l) = -  sen-Jlt - ^ - s e n 2 ^ í t
2W 5 10
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4.5. Redes Eléctricas.

Un sistema eléctrico (red) con mas de un circuito simple (o lazo) también da origen 
a ecuaciones diferenciales simultáneas tal como se muestra en la figura.

La corriente /',(/) se divide según las direcciones indicadas en el punto B], 
llamando punto de ramificación de la red por la primer ley de KIRCHOFF 
podemos escribir.

* l ( 0  =  * 2 ( 0  +  * 3 ( 0  —  í 1 )

además, también se puede aplicar la segunda ley de KIRCHOFF a cada circuito, 
para el caso del circuito A¡B¡ B2A2A ¡ , sumando las caídas de voltaje a través de 
cada parte del circuito resulta.

E(t) = i\R\ + L X - j - + i 2R2 •••(2) 
at

en forma similar, para el circuito AlB iCl C2B2A2Ai , obtenemos

E{t) — i\R\ + L2 — •••(3) 
at
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ahora reemplazamos (1) en (2) y (3) se obtiene dos ecuaciones de primer orden 
para las corrientes i2 (t) e i3 ( t ) .

-i ~ r~+ (R¡ + )h + = E(t)

J¡ <4)
12 —- + Rli2 +R\h -  E (í ) 

at

con las condiciones naturales i2 (0) = 0 , z3 (0) = 0 , el sistema (4) se puede resolver 
mediante la Transformada de Laplace.

4.6. Problema De Entrenamiento para el alumno.

Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes 
(t) e i2(t) en la red de la figura que contiene un resistor, un inductor y un 

capacitador es:

L ^ - + R i 2 =E(t)
d‘ (*)«1*5

R C  + iy — 1 = 0
dt 2 1
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Ejemplo.- Resolver el sistema (*) con las condiciones E = 60V, L = 1H, R = 500, 
C = 10 4 F , y donde e i2 son inicialmente igual a cero.

Solución

al reemplazar los datos en el sistema (*) se tiene.

— + 50/2 =60
^  » sujeto a íj (0) = 0 , i2 (0) = 0

50(10“4)— + i2 - i ,  = 0  
dt

ahora aplicamos transformada de Laplace a cada ecuación del sistema. 

¿{^ i i í > + 50/2(0 } = ¿{60}at

¿ { 5 0 ( 1 0 _ 4 ) ^ ^ + / 2 - / j }  =  0

s W \  U)}~i\ (0) + 50Z,{/'2(í)} = —
s

50(10-4 )s L{i2 (r)J -  50(10-4 )/2 (0) + L{i2 (/)} -  I{ij (í)} = 0

í  +5o¿{«2 (/)} = —
.y

-  200 ¿(i, (f)} + (.y+200) 2 (r)} = 0

¿ÍMO}

mediante fracciones parciales se tiene

60
s
0 .v+2 60s

s 50 | ,y(.y+100)2
-200

50 I 
r + 200|
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60
5s 5 (s+ 100) (.í + 100)2 

60

L{i2(t)} =

5 s 5 ( í+ 100) (í+100)2 5 5

12000 
í ( í  + 100)2

}  = í  _ V 100'  - e o t e - ^

60
í  —

í
-2 0 0  0

í  50
- 200 í +200

mediante fracciones parciales se puede escribir

120
5 s 5(í+100) (í+100)2

120 6 6 _j e -100' - 120re
2 ‘ 5 55í  5(í + 100) (í + 100) 

mediante fracciones parciales se tiene

- 100/

6 6 _i -6 0 t e
1 5 5

- 100/

6 6
/ ( r ) = ^ - ^ e - 100' - 120íe  
2 5 5

- 100/

4.7 Ejercicios Desarrollados.

1) Demostrar que la ecuación subsidiaria de la ecuación diferencial

y - H t f - H y . n o . tiene le Solución I W _
í  + aí+ A  í  + a í +6

Solución
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Tomando la Transformada de Laplace a la ecuación diferencial 

L{y"(t)+ay'(t)+by{t)} = L{g(t))

s2 y(.s) -  s y(0) -  y  (0) + a s y( s)+b y(s) = R(s)

(s2 + as+ b)y(s) = (s+a)y(0)+ y'  (0) + R(s)

, , (í+fl).v(0)+v'(0) R(s)
. .  j---------------+ —-------—

s + as+b s +as+h

2) Resolver la ecuación diferencial: y' '+4y  = 9 t , y(0) = 0, y'  (0) = 7

Solución

Tomando la Transformada de Laplace a la ecuación diferencial 

L{y' ’+4y} = L{9r}, de donde

í  2 L{y} -  s y(0) -  y ’ (0) + 4 L{y} =
s2

r 2 i ^  i  7 S 2 +9(s + 4)Z¿y} = —  + 7 = ------—
s s

7s2 + 9 9 19 1
s 2(s2 +4) 4 j2 4 j 2 +4

, 9 19 1
y  = L - ' { - r + T  ( i “ 7  >}4 s 4 s +4

91 19 „
y  = — h— sen 2/ 

4 8

3) Resolver la ecuación Diferencial

y"-3y'+2y = 4t + l2e-‘ , y(0) = 6, / ( 0) = -1
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Tomando la Transformada de Laplace se tiene. 

L{y' ’-3y'+2y} = L{4t + U e ‘ }

Solución

s 2 L{y} -  5 y(0) -  3* L{y) + 3y(0) + 2L{y} = ̂ - +—
s 2 5 + 1

(s2 - 39+ 2)L{y}-  69+ 1 +18 = ■%■+—
s l s + l

, 2 ,  4 12 6.94 -  13.v3 -  l s 2
(s -3s+2)L{y]  = 6 j - 1 9 + —y +  =

L{y} =

S 2 5 + 1  92 ( .9+l)

69 4 -13.t3 - 7 s 2 + 4.9 + 4 
5 2 (.v + 1 ) ( j 2 - 3 5 + 2 )

r ,  ,  3 2  2  2  3l { y ) - —  +  —  + -------   - -+ ---------
9 s  5 + 1  .9 — 2 9 - 1

Í -  + -
'.9 s 2 5 + 1  9 - 2  9 - 1 'y  = +~r+ ~ ~ r  —■—~+_—rí

^  = 3 + 2 / + 2 ^ ' - 2 e 2' +3e'

Resolver la ecuación diferencial

y  ’- 4 y ’+5y = 125f2, y(Q) = y'  (0) = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene.

L[y’’-4y'+5y] = L{\25t2}, de donde
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í  2 L{y]  -  9 v(0) -  y'  (0) -  49 L { y ) + 4y(0) + 5L{y)  = ̂

250
(s2 —4 9 + S)L{y} = — , despejando L{y} se tiene

9

250 A B C  D s+E
= , C1 = T + TT+ ~ T + ~2---------

9  ( 9  -4 9  + 5) 9  s  s  9  -4 9  + 5

11 4 1 1  119-24 ,L{y) = 250------+ -----   + —  ------- (—---------- )
*1259 2592 59 125 s -49+5

1 1  4  1 1 ,  1 1 9 - 2 4y(t)  =  2 5 0 1  ' { ---------- + ----------- - + — -------------- ( — ------------------)}
• 1 2 5 9  2 5 9  5 9  1 2 5  j 2 - 49+5

11 4t í 2 11 2t 2 2,
= 250(—— + — + ----------- e co s í+ ----- e sen/)

125 25 10 125 125

>’(/) = 22 + 40/ + 25f2 - 2 2 e 2' cost + 4e2'  sen!)

5) Resolver la ecuación diferencial dada

y ”+9y = 18/ , y(Q) = 0 , y ( j )  = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: 

L{y"+9y) = Z,{18f}, de donde se tiene:

s 2L{y} -s y{0 }- y ' (0 )  + 9L{y} = ¿{18/}

(92 +9) L{y) = i i + / ( 0 )  = - -■V' (02) + 18 
9 9



j V ( 0 )  + 18 A B Cs +D
H y } = 2 2 ------= — + ^ - + - 3------  ...(1 )

9 (9 + 9) 5 9 92 + 9

92 / ( 0 )  + 18 ^  _S Cs+D _  ¿ (93 + 99) + 1(92 + 9) + C93 + D92
92(92 +9) j  92 92 + 9  92(92 +9)

52/ (0) +18 = (A + C)93 + ( B+ D )s 2 +9As+9B  

comparando coeficientes de s se tiene:

A + C = 0 A = 0
B + D = y ' (  0) B = 2

=>
9 A —0 C = 0
9¿? = 18 Z) = r ( 0 ) - 2

(2)

Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:

2 y '(0 )-2
¿{ y} = —  h----- -------- , tomando la inversa

9 9 +9

9 9 +9 3

y ’( 0 ) - 2  3n y '( 0 ) -2
como y(—) =0=> 7r+------------- sen—  = 0 => = n

2 3 2 3

y(t)  = 2 t + K sen 3í

6) Resolver la ecuación diferencial dada:
I

y  ’ (O -  4 y  (0  + 3y(í) = F (t) , y(0) = 1 , /  (0) = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene:
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.S2 U y ( 0 ) - s y ( 0) -  y  (0) -  4s L {y (t)}  + 4y(0) + 3L {y (t)}  =  L {F (t)}

(s2 -4 s + 3 )  L { y ( t ) } ~ s - 4  +L{F(t)}

¿{v(í)} = — r----- -— - , tomando inversa
s + 4 í  + 3

U y " ( t ) - 4 y ' ( t )  + 3y(t)}  = L{F(t)},<te donde

Resolver la ecuación diferencial dáda 

í jc' ' (r) -  (4r +1) x‘ (/) + 2(2/ + 1) x (/) = 0 , x(0) = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuación dada 

L{t x ' '(/) -  (4/ +1) x' (/) + 2(2/ +1) x (/)} = 0

s - 4  + , L{^(/)}
(s -3 )( .v -l)  '( .v- 3 ) ( í - l )

v(z) = -^e ' - ^ e 3' + 7  f (e3" - e u) F ( t - u ) d u
2 2 2 Jo

4  L{x"(t)} + 4 ± -  L{x\ t )}  -  U x ' W ^ - L U i t ) )  + 2¿{x(/)} = 0 
as as ds

~ 4 ~ ( s 2 L{x' (/)} -  íx(0) -  x' (0))+ 4 - j - ( í  I{x(/)} -  x(0)) -  jL{x(/)}+ x(0)
ds ds



-A ± -L {x ( t )}  + 2L{x(t)} = 0 
ds

- 2sL{x( t )} -s2 L{x{t)} + x(0) + 4L{x(t)) + 4s l -L {x ( t ) \ -s L{x{ t )}
ds ds

+ * ( 0 ) - 4 - ¿  L{x(t)) + 2L{x(t)} = O 
ds

-(.v2 -4.V+4)— L{jc(í)} + (3 s -6 ) l {x{t )\  = O 
ds

( s - 2)2 4  L{x(t)Y+ 3(s-2 )  L{x(t)} = O 
ds

4 :  ¿W ')}  3 ^-L{x(r)} *
— ------------------ O, integrando f —  d s + \ ^ -  = \nk

L{k(t)} s - 2  6 J  L{x(t)} J s - 2

ln( L{x(t)}) + ln(s -  2)3 = In k 

( s - 2 ) 3 L{x(t)} = k  => L{x(t)} = *
( s - 2 ) 3

1 kt2e 2'
x(t) = k  L  l {-— ^p-} = — -—  3 x(t)  , V k  * 0 ¿ en particular si

t i
tiene la Solución x(t) - — e2t 

2

Resolver la ecuación diferencial 

y " ( t ) + y ( t )  = J 0( t ) , y(0) = / ( 0 )  = 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene:

L{y"( t )+y(t ) \  = L{J0{t)} ,de donde



í 2¿ M /) } - 5 v ( 0 ) - / ( 0 )  + i m o }  = L { j Q(t)}

(s2 +1) L{y(t)} = j  , despejando L{x(t)}
4 s 2 + 1

L{x(t)\  = ——- — —, tomando inversa se tiene: y{t) = Z, 1 {———— —}, de
(í 2 + 1)* (s2 + l)*

acuerdo al ejercicio (20) de la transformada inversa se tiene:

.v(t) = r ‘{ " -■ K) = t/i(Ó 
(s2 + l)%

y(t) = U l (t)

9) Resolver la ecuación diferencial dada por:

v’'(t) + ty’( t ) - y ( t )  = 0 , ,y(0) = 0 , / (O )  = 1

Solución

Tomando la Transformada de Laplace se tiene:

L{y"(í ) + íy ' ( t ) -y( t )}  = 0 , de donde:

í  2 L{y(t)} -  sy( 0) -  /  (0) -  L{y ' «)} -  L{y(t)} = 0
ds

s 2 L{y{t)} - \ ~  (sL{y(t) -  >-(0)} -  L{y{t)} = 0 
ds

s1 L{y(t)} -1  -  L{y(t)) -  s L  L{y(t)} -  L[y{t)) = 0 
ds

- s ± - L { y { t ) } + ( s 2 -2)L{y{t )}  = \ 
ds

d T, ,  „  j 2 - 2 T f 1 •- ,• ,—  L{y ( t )} - ---------L{y(t)} = — , ecuación lineal
ds s s
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i /A
0 = y(0) = lim y( t ) = lim sy(s) = lim (—+ c. ) = 0

t—> 0  j —> o o  j —> o o  S  S

1 e %  1
luego lim —+c.  = 0 => c = 0 ,  entonces L{y(t)} = —r , tomando la inversa se

oo S s s
tiene:

LtKO) = —r  de donde .y(f) = Zf1 {—r} = í
s s

.■.y(t) = t

Por el teorema del valor inicial se tiene:

10) Resolver la ecuación diferencial dada

ty' ’ (í) + (1 -  2 * )/ (0  -  2>>(í) = 0 , y(0) = 1 , /  (0) = 2

Solución

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuación dada 

L{t / ' ( / )  + (1 -  2t)y' (t) -  2y(t)} = 0 , de donde :

- ± L { y " ( t ) )  + L{y'(t)} + 2 ^ -L { y ' ( t ) i -2 L { y ( t ) }  = 0 
ds ds

~ ( s 2 L{y{t)} -  sy( 0) -  /  (0) + sL{y(t)} -  y(0) + 2 (sL{y(t)} -  ̂ (0)) -  2 L{y{t)} = 0
as ds



- 2 sL{y{ t )}- s2 4 L{y(t))+\ + sL{y(t)}- \ + 2L{y(t)) + 2s-í -L{y( t ) ) -2L{y( t )}  = O 
ds ds

(s2 -2 s )^ -L {y ( t ) } - sL {y ( t ) }  = 0 
ds

~ L { y { t ) }  „ . t W I
ds
Liy(t)i

s f / i v  f  ds
- + -e    O, integrando, I —  + ds+ I ------- = In k

s - 2 s  8 J L{y(t)} ¡ s - 2

ln(L{v(í)}) + ln ( s -2 )  = InA

k k
ln (Z,{_y(/)}) + ln (------  , de donde : ln L{y(t)}  -------, aplicando el teorema del

s - 2  s - 2
ks

valor inicial se tiene: 1 = _y(0) = lim y(<) = lim sy{s) = lim —i— = k , entonces
I >0 s —*oo j-+ o o  s — 2

L{v(/)} = —— , tomando inversa v(t) = L x{—— } = e 2' ,  por lo tanto, la
s - 2  ‘ s - 2

solución es: y(t) — e 2' .

11) Para que valores de A y B se tendrá que F(0) = 1 , F ’ (0) = 3 siendo

H ( S )  =  g 2 - J S ~ B  y F(t)  =  r 1 { H ( s ) } . 
s —s

Solución

Descomponiendo en fracciones H(s) se tiene: 

s 2 + A s - B  M '  N  RH {s )= ----- --------- --— + — 7+ — 7 , de donde:
s  -  s” s s - 1  s+1

M = l i m s2 + A s  B = —  = B = > M  = B 
*-»» ( s - l ) ( s + l )  -1

.. s 2 + A s - B  l + A — B Í+ A  — BN  = l im ----------------  => N  -------------
*-»i s (s+ l)  2 2
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R = lim s + A s -  B l - A - B
(-> i v(.v-I) 2(,r+l)

, B l + A - B  l - A - BLuego U(s) = — h-------------- 1-------------
.v 2(.y-1) 2 (s + 1)

F(í)  = L - ' { H ( s ) } = r x{ - + l *( A - rf  + 1 , f }
í  2 ( s - l )  2(.y+ 1)

., 1+ /4— b i l — A — B - ¡
F(t) = B + -----: e + ------:------e ‘

F(0) = 1= B  +

2 2 

l + A - B  l - A - B

F '(/)  = ----------e  e '

F -m . 3 . h ± i . L ± ± s > A . 3

B B
Además 1= B + 2 ------- 1------ = 1

2 2
(verdadero),

4 - B  , 2 + B  .
F( í ) = B h— -— e   — e para A=3 y para cualquier valor de B.

13) Resolver la ecuación diferencial dada por:

v"(t)  + 2y'(t) = f ( t )  , y ( 0 ) = /( 0 )  = 0,donde:

/ ( 0  =

1 si n  < t < 2k 
0 si 0 <t <n 
0 si t>2n

Solución

La función F(t) es lo mismo expresado así

entonces
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/ ( 0  =

0 si O< t < n
1 .si n  <t  <2n  
O si t> 2 7T

Ahora la función fifi) expresaremos en términos de la función escalón unidad. 

f ( t )  =p ( t  -  Jt) -  n(t - 2 n ) , de donde

- n se e
£ { /( ')}  = ------   . además L{y' ' (t) + 2y'  (/)} = L{f( t)}s s

í 2 L{y(t)} -sy(0)  -  y ’ (0) + 2sL{y(t)} -2y (0 )  = L{ f ( t ) )

7ZS -2  JtS

{s2 + 2s)L{y(t)} = -----------   , de donde

e - ” - e ~2m
L{y(t)} = — t  , tomando la inversa

s {s+2)

- a s  „ - 2 x s

y(t)  = L~l{ 2-----------}
'  í 2( í  + 2)

= \ ( t - tn )* e ~ i,-*) - \ \ n ( t - n ) - [ ( t - 2 j c ) + e - 1'~2K)\yi(t-2ii)  

y(t)  ='[/ - n  - 1 + e~{,~n) \n(t -  n)  -1 / -  2n - 1+e~(,~2K) ]/i(í -  2n)

1Nota: I  {—5--------} = í + e  -1
j 2(í +2)

13) Resolver la ecuación diferencial dada por: 

d 2 v dy f 0 » * ^  2
— f +4 - £ + 4 y ( t )  = , donde: * 0 )  = 1 , / (O )  = -1
dt2 dt [e u u , t > 2

Solución
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d 2 y dy
Encontraremos la solución para 2 , L{— f - + 4 — +4y{t)} = 0 , de donde:

dt dt

s 2 L{y(t)} -  íy(0) -  y' (0) + 4sL{y{t)} -  4^(0) + 4L{y(t)} = 0

(s2 + 4s + 4)L{y(t)} = s + 3, despejando L{y(t)}

.v+3
L{y(t)} =  ahora tomando la inversa

(s + 2 )2

i ^+3 , ,  , ,
y{t) m L '{ T } = te +e

(.y + 2)

Ahora veremos la solución para t > 2.

d 2y  ¿y i, ^
L { ~ ¿ + A d t + 4 y ( ‘ »  =  L l e '  >}

(í  + 2)2I ( X í ) } - ( í  + 3)=
s+1

í+ 3  e 2
L{y(t)\  =  —h z , tomando la inversa

(j + 2 )2 (í + 2) (s + 1)

y(t) = L '{ l?+3, + ------ - --------} - e  21 +te 21 + e2(e 1 - e  2> - t e  2')
(j +2) (5+2)(í +1)/

Luego la solución de la ecuación diferencial es:

jte~2‘ +e~2> , para t <2

^  {(r + l)e~2t + e~(,~2) - ( i -  l)c"2('" ,) , para t > 2
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14) Resolver la ecuación diferencial dado por

t x " ( t )  + x ' ( t ) - a 2lx(t) = 0 , x(0) = k  , x’(0) = 0 , a * 0

Solución

Tomando la Transformada de Laplace

L{tx' '(t) + x ' ( t ) - a 2tx(t)} = 0 =  —  L{x" (t )} + L{x' (t)}+a 2 —  L{x(t)} = 0
ds ds

—— (s2 L{x(t)} -  sac(O) -  Jc'fO))+ sL{x(t)} -  x(Q) + a 2 —  L{x (t)} = 0 
ds ds

-2 sL {x (í)} -s2 —  L{x(0} + x(0)+sL{x(í)}-jt(0) + a 2 — L{x(í)} = 0 
ds ds

-  (s2 -  a 2) L  L{x{t)} -  sL{x(t)} = 0 
ds

T L{x{t)} s i
s = 0, integrando ln(Z,{x(í)}+—ln ( j2 - a 2) = lnc
L{x(t)} s2 - a 2 ’ 2

ln -Js2 - a 2 L{x(t)} = lnc entonces L{x{t)) = •
J J ^ a 2

Aplicando teorema del valor inicial

se
lim -y  = lim x(t) = x(0) = k  

- J s 2 - a 2 ,“>0

lim - y °  = k ^>c = k
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17) Resolverpara x( t) ;F(t ) = J ^ ( f -u )  p x'(u)du , 0 < p < l

Solución

F(t) = ^ ( t - u y P x '(u)du = r p *jc'(í) , o < p < i

Tomando la Transformada de Laplace 

L{F(t)) = L { t p *x'(t)} = L { t p )L{x'(t)\ 

si L{F(t)} = / (,v), entonces se tiene:

f ( s )  =  L { t p }L{x'( t ) }  = ^ l l ( s x ( s ) - x m f ( s ) + ^ p - x { 0 )  =

j ( j )  | * (0) ! *(°)
.rT (l-p ) í  . r 'T ( l - p )  ^

x o - r '  ( / w  + ^ > )
T T ( i - p )  í

} = 77 7 -7  r '' Í^7T>+x(°) = 777“—T r ‘ (/(*)} * ' (— >+x(0> r ( i - p )  sp r ( i - p )  sp

= - J — F ( t ) * ^ -  + x(  0) = ^ £ f L F (t )* tp- l +x(0) r(i- p )  r(p) n

. x ( t ) = ™ n p ? _ F ( t ) * t p- i +x(0 )
K

io \ t> 1 • . J •• AC ■ 1 \x"(t ) + y'{t) + 3x(t) = 15e'18) Resolver sistema de ecuación diferencial <
[ y ( í ) - 4 x '( í )  + 3v(0 = 15sen2t 

con las condiciones jc(0) = 35 , jc’(0) = -48 , _v(0) = 27 , y ' ( 0) = -55
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L{x' ' (t) + y ’ (<) + 3*(/)} = ¿(1 5e~' }
L {y" ( t ) -4 x ' ( t )  + 3y(t)} = L{15sen2í}

Solución

Tomando la Transformada de Laplace a cada ecuación

| s 2 L{x(t)} -  sx{ 0) -  x' (0) + sL{y(t)}~ >-(0) + 3L{x(t)} = 15Z,{c"'} 

í í  2 L{y(t)} -  .vv(0) -  y'  (0) -  4jZ,{x(f)}+4x(0) + 3L{y(t)\ = 15L{sen2í}

{ s + ‘i )L{x(t)}+sHv(t)}  = 35.V-21+—
í+ 1

- 4 sL{x(t)} + (s2 + 3)L{y{t)} = l i s  -  19 j+ —30
s +4

Aplicando la regla de CRAMER se tiene: 

15

m m

35.V-21+

27j -1 9 j +

s + 1 
30

.v2 + 4
s + 3  s 

“ 4s í 2 +3

30.r 45 3 2s
-+  +-

s +1 s + 9 5+1 s z +4

,  . r _ j, 30s 45 3 2sx(t) = L  {—------- —------ + — - + —---- 1
j  +1 5 + 9  5+1 s  +4

x{t) = 3cosf-15sen3 /+ 3e~ ' +2cos2í

L[y(t)}

•v2 +3 3 55-21+ —
s+l

-4 .9 2 7 s - 1 9 s + ^ -
s +4

s 2 + 3  s 1

- 4 s  s 2 +3|

30s 60 3 2
-í +  +-

+ 4
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,  „ 30í  60 3 2 ,
y ( t ) = L — =— + ------+ -T — }

\v2 + l j 2 + 1 J + l  j 2 + 4 J 

y ( 0  = 3 0 co sf-6 0 sen / + 3e~' + sen2/

19) Resolver el sistema de ecuación
\2x' (t)  + 2 x ( t ) + y ' ( t ) - y ( t )  = 3t .
i , con las condiciones x(0)=l
[ x' (t )+ x« ) + y ' ( t )  + y(t) = 1

Solución

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación

¿{2*' (t) + 2 x(t) + y'  (t ) -  y(t)} = L{3/} 
L{x ' ( t )+x( t )+y’(t )+y(t )}=L{l}

2 sL{x(t)} -  2x(0) + 2L{x(!)} + sL{y(t )} -y(0) -  L{y(t)} = —
s

sL{x(t)} - x(0) + -  v(0) + L{y{t)} = -
s

2(s+l)L{x(t)} + (s- l )L{y( t )}  = ̂ r +S

(í + 1 )¿W í )}+(i + 1 ) I M ( )} = -+ 4
S

L{x(t)} =

4  +  5 s  - 1
J 2
—+  4 .T+l

j 3 +8.r2 + 4^+ 3  1 2 3s

2 ( x  + 1) J - ] j 2( í 2 + 4 j + 3) s 2 s + 3  j+ 1
s + 1 J + l

x( t) = U x { - L - ~ + - A -}  = í -  2e-3'  + 3e" 
s + 3 í + l

x(t)  = t - 2 e ~ i' +3e~‘

diferenciales

y(0)=3
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L{x(t)} =

2 (s+ l) —j-+5 
s

s+ I  —+4
x

2 (s+ l) * -1  
J + l  s.+1

3si +Sx2 - x - 3  3.v2 +2.V-3

2 s 2 ( s 2 +  4 x + 3 )  x 2 ( x + 3 )

r_i,3.v + 2 .í—3 r_¡f 1 1 2 , , _ ■ _3/
,y(/) =  ¿   } =  £  '{ ------- = -+ ----- -}  =  l - í + 2 e

x (s+3) * J  -v+3

20)

>»(/) = 1 - /  +2e *

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales. 

x" ( t ) - x ( t ) + S y ' ( t )  = t
, con las condiciones iniciales siguientes.

[ / '  (0  -  4y(t) - 2 x ’( t ) = -2  

x(0) = 0, x'(0) = 0 , y(0) = 0, /(O ) = 0

Solución

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación

L { x " ( t ) - x { t ) + 5 f ( t ) }  = L{t\ 
L{y " ( t ) -A y ( t ) -2 x ' ( t ) }  = L{-2}

x1 L{x(t)\ -  x xíO) -  x’ (0) -  £{x(/)}+ 5xL{y(t)} -  5y(0) = - L
s

x2 L{ v(t)}- rx (0 )  -  x'(0)-4Z,{_y(/)} -  2r¿{x(/)} + 2x(0) =
x

(x2 +l)I{x(í)}-5sL{.y(í)} = - i-
x

-2xL{x(t)}-H,(s2 -4 )¿{v (0}  = - -
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Aplicando el teorema de CRAMER

7 -  *

l i s 2 - 4

x ¿ + 1 5.v
-2.9 x2 - 4

x2(x2 + l)(.v2 +4)
_ J _ + 5

2 7 i
S  S ~  + 1

, . , —: } = {/ + 5 sen í-2 se n 2 /J
,9 x +1 x +4

x(t) = - í  + 5 se n í-2 se n 2 í

£{.v(í)} =

, = + l - L

- 2 x  - h  
x - 2 s  +4 1 2s

x +1 5x 
-2.9 .92 - 4

í (.v2 + l) ( í r  + 4) J SZ +  I .92 . ,.+ -T

y(í) = L ^ — i—r—— } = r -2 c o s f  + cos2í
.9 .9^+1 .9Z+4

y(t) = t -2 c o s í+ co s2 r

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

x " (/)  + 2 j t ( / ) - / ( í )  = 2 /+  5 
*' (/) -  x( t ) + y'  (t) + y(t) = -2 í -1

con las condiciones iniciales x(0) = 3, x'(0) = 0 , y(0) = -3

Solución

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuación.



í L{x' ' (t) + 2x(t) -  y'  (/)} = L{2t + 5}
1 L{x ' ( t ) -x ( t )+y ' ( t )+y( t )}  = L{-2t - 1}

[s2L{x( t)}-sx(Q)-x' (Q)  + 2L{x{t)}-sL{y(t)}+y(0)  = L{2t + 5} 
[j¿{ar(í)í -  *(0) -  L{x{t)} + sL{y{t)} -  v(0) + L{y(t)} = L{-2t - 1}

(s2 + 2)L\x(t)) -  sL{y(t)} = - 1 + - + 3 j +  3
s 2 s

(í + i) iW o } + ( .v + i) iM O }  = - 4 - - -
s 2 S

Aplicando la regla de CRAMER

2 5 , ,
-^ -+ -+ 3 ¿ + 3  - s  
s 2 s

2  1 s + l
s 2 S

s l +2 - s
j - 1  í+ 1

3í 4 +6 í 3 + 7 j 2 +5.V+2 
s 2( j 3 + 2s2 + j +2)

. f , 2 1 1 1L{x{t)} = —+ — + ------+ —------, tomando inversa
s s2 J + 2 s 2 +1

r-1,2 1 1  1 ,x(t)  = L { - + — +— + - — } 
s s 2 S+2  Í ¿ +1

••• x(t) = 2 + t + e~21 +sent  

igual modo se obtiene y(t) es decir. 

y ( 0  = l - t - 3 e ' ~ 2' +cosr
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22) Se conectan en sene una resistencia de R ohmios y un condensador de C 
faradios con un generador de E voltios (ver figura) en t = 0 la carga del 
condensador es cero. Hallar la carga y la corriente en cualquier tiempo t > 0, si.

a) E -  E 0 constante b) Si E  = E0e

a) Dado del problema 
circuito R - C 
Resistencia = R ohmios

Capacidad = C faradios 
Generador = E voltios

en t = 0, Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda ley de KIRCHOFF y condición del
O dO Q E 0

problema se tiene: R I + — = En => —=-+----- = -----, ecuación lineal aplicando
C dt RC R

dO 1 E 0
transformada de Laplace se tiene: L{— + ------ Q} = L{— }, de donde

dt RC R

s L{Q(t)} -  0(0) + L[Q{t)\ = | |

(S + -¿ —)L{Q{t)} = , despejando L{Q(t)>
K  C / id

L{Q(t)} = -
RS(S +-----)

RC

■, tomando transformada inversa.
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0 (0  = L~l { r ' { ------ 1— }
R 5 (5 +  ) 5 (5 + -----)

RC RC

0(f) = E 0C { \ - e “ RC) como / ^ ^ l ^ ^ ± e " RC

... I = h . e - ' " «
R

b) Datos del problema.
Circuito R - C , Resistencia = R ohmios
Capacidad = C faradios , Generador = E voltios

para t = 0 => Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda Ley de KirchofT y condiciones del 
problema se tiene.

R I + Q  = E ne m , donde 1 =
C dt

Luego R — + — -  = E 0e a , de donde 
dt C

— h— — 0 ( 0  = — , ecuación lineal aplicando transformada de Laplace

se tiene:

d0(O  1 

■* ¿{0(0} -  0 ( 0 ) + ¿ { 0 ( 0 }  = ■ £ °
RC R (s+ a)

¿{0(0} = DfE° , . despejando L{Q(t)} 
RC R(s+a)

En
¿{0(0} = ---------- ; , tomando inversa

R(S + — )(s+a)
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R(S+ J - ) ( , + a ) A ( S + ~ ) ( s + a )
K  C  a C

Q(t) = l x {----------^ = E ±  r 1 { - i  }

CEq , 1 1 CE o M l/RC
Q (t )= T r c  l  {7 ¡ ^ r ” “  T } = T ü c (e - e~ >

S + K

dQjt) E0C e - t,KC ^  
( )  dt 1 - R C ( RC 08 *

23) Desarrollar el problema 22) para el caso en que E = EQ sen cot y la carga del 
condensador se a Q0.

Solución

Datos del problema

0(0) = Q0, E  = E 0 sen o í , Resistencia = R ohmios

Capacidad = C faradios, de la condición del problema se tiene.

¿ 0 (0  | 1 0 (¡) Eo sen(at 
dt RC R

aplicando transformada de Laplace se tiene.

1 E  o (o
^ { 0 ( 0 } - 0 ( 0 ) + — ¿{0(0} = R  -_2 _ 2

S  + ( 0

1 En(o
(S + — )L{Q(t)} = 0o +—  despejando L{Q(t)}

«C S +CO
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Qa Ea(ú . .
L{Q(t)} = — ■ + -------- j---------------- , tomando inversa

5 + ------  (S+---)(s2 +<a2)
RC R C  ’

Q(t) = L l {— --------- }, de donde
S +----  (S +----)(.í2+®2)

RC RC

-,/p r Eo R 2C2 seno* a>R2C2e - " RC
Q(t) = Q„e + — (------ 5——_  ( -  <a eos tal)+ -------- 5—5- - y )
*  ^  l l + <o2/f2C2 1 + ©2R 2C2

<oEaRC ',Br E0 cúR 2C 2 eos at  -  RC sen cot
Q(‘ ) = (Qa +------- y~T~T)e — r - ( ---------------5—2—2------------)*  1 + <o2R 2C2 R l + o  Í  C

24) Un inductor de L henrys y un condensador de C faradios están conectados en 
serie con un condensador de E voltios. En t = O, la carga del condensador y la 
corriente del circuito son nulos. Hallar la carga del condensador en cualquier 
tiempo t > 0.

a) Si E = E 0 constante b) E = E 0e~m a  > O

Solución

a) Datos por el problema

Inductancia: L Henrys 

Capacidad: C faradios

Resistencia : R = O, E = E () de la segunda ley de Kirchoíf se tiene:

L £ Í H + Í  ['l(r)dr = V(t) , de donde 
dt c Jo

dt LC Jo L

aplicando transformada de Laplace se tiene
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Lím +- L r I(r)dr}= L{jtiL}
dt LC Jo '  X L

, / * / ( / ) } - / ( O ) + - L Í M .  £ ¡ L  
L C  s Ls

(5 + - i- )L { 7 ( í)}  = ^ , despejando L{I(t)}
L C o  L u

£0
¿{0(0}  ------------ j— < tomando la inversa

L(S2 +-----)
LC

1 En Eny/CL t
0 (0  = L X {-------------------------------- s c n ( - = )

£ ( ^ + - L )  l  M
L C ’

dt L J r l

EnJCL c t

Q(t) = - E 0C. cos( * ) + k  para Q(0) = 0
V RC

entonces 0 = - E nC + k  => k = E 0C 

••• Q(t) = E 0C

0 (0  — £0 C( 1 + cos( )
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b) Datos del problema

Resistencia: R = 0 ; Inductancia: L Henrys

Capacidad : C faradios , E = E 0e~at, a  > 0, para t = 0, Q(0) = 0, 1(0) = 0, por 
la segunda ley de Kirchoff se tiene:

dl(t) 1 f '
L —  + - c l I(r)dr = E »e

1 En m
Q" { t ) + w Q(t) = T e

aplicando transformada de Laplace 

W i O + J ^ Q O ) }  = L { ^ - e - m ),  de donde

(s2 +-j—)L{Q(t)} = E° , despejando L{Q(t)}
LC L(s+a)

L{Q(t)}  ------------- ^ , tomando inversa
L ( S + a ) ( S 2 + — )

E 0 , 1 E 0 , A Bs+D
g w - T r ¡ . ■ > - f l

(S + a X i  * j ¿ ¡ )  ‘

de donde efectuando operaciones se tiene

^  ¿ ' T e

25) Desarrollar el problema 24) si E(t) es E 0S(t) donde 8(t) es la función Delta De 
Diroc.

Solución
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De las condiciones del problema se tiene.

L dí ^ l  + 1  f ¡(r)dr = E , luego 
dt c Jo

LC Jo Ldt

aplicando transformada de Laplace se tiene.

, d l { t )  1 f ' r...................E0S(t)^
Lti r * T c k 1(r)dr, - Lt~ i r i

(s + -^— )L{1{t )}=^j- ,  despejando L{I(t)} 
LCs L

E 0s , .
L{I{t)} = ----------- -— , tomando inversa

L(s2 + -----)
LC

En  , s En t
/ ( í ) = T L {~ ~ T } = ~l cos(7 l c )

S + LC

como - - -- -  -  I(t) = —-0-cos( , integrando¿ VZc

Q(t) = —-  4.LC sen(-==-) + k  , para Q(0) = 0 k = 0 
L \  LC

Q t O . E o J f s e n t - ^
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26) Un inductor de 3 Henrys esta en serie con una resistencia de 3 ohmios y una 
f.e.m. de 150 voltios, suponiendo que es t = 0, la corriente es Cero, halle la 
corriente en cualquier tiempo t > 0.

Solución

Datos del problema.

Inductancia : 3 henrys, Resistencia : 30 ohmios, 

t = 0,1(0) = 0, f.e.m .: 150 voltios

-----------------------W V
R

/

E(t)
I O

L ^ l +  RI(t) = £ ,  de donde 
dt

+f I(t) = 7  ’ aP*'carK*° transformada

L { ^ l + — I(t)} = L{— i , de donde 
dt L L

sL{I( t )} - I (0 )+ £-L{l ( t ) }  = -£ -
L Lu

(j + -^ )I(/( /)}  = , despejando L(I(t)}
Lá La
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E E  , A  B  v , . 
E{I(t)i  =  = — (— + ----- 5-), tomando inversa

T CS . \ ^  5 "LS(s + —) s + —
U  i

m = ^  r 1 { (^ 1 + -® - )} = £ ( i  -  )
I  .v s + R .  R

l

como E = 150, R = 30, L = 3 se tiene

27) Resolver el problema 26) si la f.e.m. es 150 sen 20t

Solución

Datos del problema: f.e.m. = 150 sen 20t 

Inductancia = 3 Henrys ; Resistencia = 30 ohmios 

su ecuación correspondiente es:

L ^   ̂+ RI(t)  = E , de donde 
dt

dl(t) R  . E  J
 h—  / ( i) = — , aplicando transformada

dt L L

L{—j — + — /(í)} = L{—) , entonces 
dt L L

s L{I(t)} -  / (0 )+ y I { / ( í )}  = L{— y 1™ }, despejando L{I(t)}
Lt L

L{I{t)} = ------   , tomando la inversa
(í + —)(j 2 +400)

L
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7(í) = 1000ZT1 {   } = 2e~m  +2 sen201 -  2 eos 201
(í + —)(j 2 +400)

L

1(1) = 2e-10' +2 sen 2 0 /-2  eos20/

28) Hallar la corriente I(t) que fluye en el circuito de la figura mostrada, si se aplica 
una onda cuadrada con voltaje de altura V0 . Se supone que el circuito no esta 
perturbado antes de aplicar la onda cuadrada.

V ( t ) ‘ — i i

! ¡ v t)
! ! i

-------------------v w -------------------

Solución

La ecuación del circuito es:

L . r ( t )  + R l ( t ) + ± \ ' l ( r ) d r  = V(t) 
C Jo

del circuito L = 0 y aplicamos la transformada

L{R I( t )+ - \ ' l ( r )d r )  = L{V(t)}
c Jo

* £ { /(0 } + 7 Ír ¿{ /(0 ) = W « ( U a (0  -  Ub(t)\ 
C j

1 p~as _  p~bs
(s + -L-)L{Ht) }  = v 0(--------------)

a C  S
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/?(*+— )
rtC

Z,{/(í)} = —2----------------- , tomando la inversa

m ~ k L { —  r >
s  +   s +  

RC RC

W ) * y l  e ~ ~ u A ‘) - e - * u b(t)]

1(0 =
Y i
R

0  , 0 < t  < a

t - ae~ *c > a < i < ¿

y  o - l~a s 
— - e  “ ■ ] , t > b  
R
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4.8 Ejercicios y Problemas Propuestos.-

1) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) ^ - ^ - + 4 — +4x = 4e~2' , x(0) = -l , x '(0 )= 4  
dt 2 dt

Rpta. x(t) =  e~2t(2t2 + 2 t - l )

b) ^ - £ + x  =  6 co s2 t , x(0) =  3 , x'(0) =  l
d t2

R pta. x(t) = 5 eos t - sen t - 2 eos 2t

c) y ” ( 0 -  y( t) = 5 sen 21 , y(0) = 0 , /  (0) = 1

Rpta. y(t) = 3 senh x - sen 2t

d) y " ( t ) - 2 y ' ( t )  + 2y(t) = 2 c o s2 í-4 se n 2 í , y(0) = 0 , / ( 0 )  = 1

Rpta. y(t) = - eos 2t + eos t - sen t

e) . V '( 0 - í / ( 0 + y ( 0  = i , y(0) = i , y '(0) = 2

Rpta. y(t) =  1 +  2t

í) t y " ( t ) + ( - l - t ) y ’( t)+2y(t ) = t - l  , y(0) = 0 , y ’(0) = l

Rpta. y(t) = t

g) íL -Z .-É !L -2y  = I8e-' sen3r ,y (0 )  = 0 ,  y ’(0) = 3
dt¿ dt

Rpta. y  = l e 1' -3e~'  - e ~ '  sen2t + e~r cos3<

285



h) ^ - ^ ~ y  + 4 ^ - 4 y  = - 3 e ' + 4 e 2‘ , y(0) = O , /(O )  = 5 , / '( O )  =  3
• dt d t1 dt

27 57 3t e '  e * e 2t
R pta. v = --------cos2í + — sen2í + -------- + — + ------50 25 2 25 2

2) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

d 2 y  d 2 y  dy
a) - 7 T + 2 - 7 2  - H - f - 1 2 y  =  4 , y(0) =  y ’ (0) =  y ' ' (0) =  0

d r  dt dt

b) t 2y " ( t ) - 2y (t) - 2  Rpta. y  =  - \ - c t 2

c) y " ( r )  +  2í y '{ t ) ~ 4y{t)  =  6 , y (0) =  y '(0) =  0
R pta. y  =  3t2

d) y " ( t ) ~ $ t y '( t ) + l 6y (t)  =  3 , y (0) = y ' ( 0) =  0
3 ?

Rpta. y  = — /

e) y ” ( r ) -4í y ' ( 0+ 4y (0 =  0 , y(0) =  0 ,  y '(0) =  10 
Rpta. y  =  101

f) l Z + 4 l Z + 5 ^ + 2y  =  i0cosr , y(0) =  0, y '(0) =  0 , y " ( 0) =  3 
d r  dt1 dt

R pta. y  =  - e  2t + 2e ‘  - 2 te  ' - c o s í  +  2senf
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g) —- r - + y  = e 21 sen t , y(0) = y '  (0) = 0 
dt1

1 e -2'Rpta. y  = — (sen t -  eos t) +  (sen t + eos t)
8 8

h) £ Z - 2 ^ - 8 y  = 0 , y(0) = 3 , / (O )  = 6 
d t2

Rpta. y  =  2e4r +e~2‘

3) Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales,

a) / * ’ ’ (f) -  (4/ -1 )* ’ (í) + 2(2r + l)x(t) = 0 si x(0) = 0

k t 2e~2>Rpta. * ( , ) » _ _ _  

d 2 y dy
b> x - f + ^ + x y - 0 . y(0) = 1 , / ( 0 ) - l

d r  dx

Rpta. y(0) = * y o(x)

c) t x " ( t ) + x ' ( t ) - a 2tx ( t )  = 0 , x(0) -  k . x ‘(0) = 0 . a # 0  

Rpta. x(t) = c l 0 (at)

d) Resolver para V(t), si í  V’(t)V(t -u )du  = 24f4, V(0) ■ 0
Jo

Rpta. V(t) = ± l 2 t 2

e) t x " ( t )  + 3x'(t) + tx(t )  = 0 si x(0) = — Rpta. x(t) = — ^
2 t
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f) t 2/ ' ( t )  + (2t2 + t )y '0 )+ (2 t2 + t - l ) y ( t )  = 0 , si y(0) = O , y'(0) = ±

Rpta. y( t )=e~'J¡( t )

g) / " ( t ) - 6 / ’(/) + 1 2 / (O - 8y(/) = / V '  +1 , y(0)= 1, y ’(0) = -1 . y " { 0) = 2

Rpta. y ( t ) = 6 1 + e2r( - ~ — +-— —+—) + e2' - 3 té~2t +5t1e~lt
r  5! 8 8 9 8

h) t 2V”(t) + t V ' ( t )+ ( t 2 - l )V ( t )  = 0 , V (l) = 2

27, (í)
R pta. K(í) =  —

J , (  1)

4) Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

a) y"( t )  + 4t(t) = 9t , y(0) = 0 , /  (0) = 7
9r 19

Rpta. y(r) = — + — sen2r

b) y ”( t ) - 3y ' ( t )+ 2y( t )  = 4t + l2e-'  , y(0) = 6 , / ( 0 )  = - l  

Rpta. y(t) = 3 + 2t+2e-‘ - 2 e 2' +3e‘

c) y " ( t ) - 4 y ' ( t )+ 5 y ( t )  = 125/2 , y(0) = y ' (0) = 0 

Rpta. y  = 22 + 40/ + 25/2 + 2e2' (2 sen / -11  eos í)

d) y" ( t )  + yU) =  8 cosí , y(0) =  1 , y ’(0) = - l

R pta. y ( í )  = c o s í- s e n f+4/ sení
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y " ( t ) - 3 y ’(t) + 2y( i)  = 4e1'

Rpta. y(t) =cxe 1' +4 te2' +c2e'  donde cx = y '(0 ) - .y (0 ) -4 , 
c2 = 2 y ( 0 ) - / ( 0 ) + 4

y" ( t )+9y ( t )  = m  , y(0) = 0 , y (- |)  = 0

Rpta. y(t) -  2t + re sen 3t

g) y" ( t )  + 4y  = F(t) , y(0) = 0 ,  / ( 0 )  = 1

donde F(t)
1 , 0 < í < 1

0 , í >1

epn 2 í 1
Rpta. y(t)  = —- — + —[co s(2 f-2 )-co s2 í], p ara t>  1

h) y"( t9+4y( t )  = F(t)  , y(0) = 0 , y'(0) = l si F(t) = U (t-2 )

Rpta. y (0  = — + ~ ( c o s ( / - 2 ) - l )  si t> 2

1) x'(t) + 3x(t)=e~2' , x(0) = 0 Rpta. x( t )=e~2' - e  3t

j) x ' ( / ) - x(t) = c o s í- s e n t , x(0) = 0 Rpta. x(t) = sent

k) x '(/) + x(í) = 2sení ,x (0 )  = 0 Rpta. x(t) = e~*-c o s /  + sení

1) 2x'(t) + 6x(t) = t e  3' , x(0) = - ~  Rpta. x( t)= ——  e *

5) Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

a) x"( t )+ x( t )  = 2e'  , x(0) = l , x'(0) = 2 Rpta. x(t)  = e ' + sen t
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b) x ’( t ) - 3x ( t )  = 3í3 + 3 /2 + 2 /+  1 , x(0) = -1 Rpta. - 1 - l t - t 3 ~ ^ e v

c) * " (0  + 2x’( f )= 4 ( í - - j- ) e -2' , x(0) = 2 , x ’(0) =
7 4 56

Rpta. x(t) = 2 - t(2t + 1)e -2' 
v  56

d) / ,( 0 - 3 / ( 0  + 2>'(/) = / ( r )  , ,y(0) = / ( 0 )  = 0 , ftt) = U ( t - 1)

e 2 u ~ l) , 1
Rpta. y(t) = (—- ------ e ' + - ) U ( t - 1)

e) í / ' ( r )  + ( l - 2 0 y ( 0 - 2 ^ ( 0  = 0 , y(0) = 1 , / ( 0) = 2 

Rpta. y(t) - e 2'

f) t y " ( t )  + ( t - l ) y ' ( t ) - y ( t )  = 0 , y(0) = 5 , / (O ) -O

Rpta. y(t) = 5e~‘

6) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) / " ( 0  + 6 / '( í )  + 1 2 / (0  + 8y(r) = 0 . y(0) = 4 , /(O ) = -12 , / ' ( 0) = 34

b) y' ’ (/) + 2y ’ (i) + 5y(t) = e ' sen í , y(0) = 0 , y'  (0) = 1

c) y  '-3y'+2y' = 4/ + e3' , y(0) =1 , y'  (0) = -1

d) y " ( 0 - 3 y ( o + 3 y ( o - ^ ( o  = o , y(o) = i , y « »  = - i , y ( 0 )  = - i

e) y ( / )  + 2 y ( 0  + 5 y )  = e - 's e n /  , y(0) = 0 , y (0 )  = l

f) y , ( / ) - 3 y ( / ) - 4 y ( / ) + i2 y ( / )  = i 2 y  , y (0 )= 4  , y (0 )  = 2 , y ( 0 )  = i8
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x(t -  u)x(u)du = 2x(t9 -  senpt  , p * 0 Rpta. x(t) = J \ (p t )
a

b) Si L{F(t)} =  H(s), resolver para x(t) la ecuación diferencial
x"( t )  + 6x'(t)  + 7x(t) = F(t) sujeto a x(0) = x'(0) = 0

R pta. x(í) =  F(t) *^-=-senh(V2 t)
V 2

.c) y" ( t )  + y(t) = F(t)  , donde y(0) = 0 , .y'(0) = 0
3n

7) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

F(t)  =

0 , t <■
¿

3 ji 5 n
eost , ----< t < ----

2 2

0 , t >
5n

dj

Rpta. y(t) = — (eos t. sen 2t -  sen t -  eos 21 + sen t - 2 t  eos /)

[ x ”(u)x ' ( t -u)du = x ' ( t ) - x ( t )  si x '(0) = x '(0) = 0 
Jo

R pta. x(t) = t ——

í
e) 51 e u cos2( t-u)x(u)du = e ' (x '( t )  + x ( l ) ) - l  ,x (0 )  = 0

Rpta. x(t) = j - 4 t e ' - j e ~ 2'

y " ( t )  + 2 / ( t ) + 2 y ( t )  = e'  , y(0) = 0 , / ( 0 )  = 1

e' e '
R pta. y(t) = ~ ^ + (3 sen / -  eos í )
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h)

8)

9)

10) 

11)

y ' " V ) - 3 y ' ' ( 0  + 3 y ' ( t ) - y ( t )  = t 2e'  , y (0 )= l , ,y’(0) = 0 , y " ( 0) = -2

y " ’( t )+y"( t )+4y ' ( t )+4y( t )  = - 2  , y(0) = 0 , / ( 0 )  = 1 , y"(0) = - l

Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de 
Laplace. y ”{t) + a y ' ( t ) +  f iy( t)  = 0 donde a  = 6, P = 9, y(0) = 0 , y'(0) = 0

Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de 
Laplace. y ”(t) + a  y' (t ) +P y(t)  = Q(t) donde a  =-1 , P = -2 , y(0) = 0 ,

/ ( 0 )  = 0 ,  Q(t) = e '+ e~ 2'

Resolver la ecuación diferencial de segundo orden por Transformada de 
Laplace.
F(t)y"(t )  + R(t)y'(t) + S(t)y(t) = Q(t) , donde y(0) = 0 , / ( O ) , F(t)  = 4f2, 

S(r) = ( í2 + 1)2 , Q(t) = 0.

Resolver la siguiente ecuación diferencial mediante Transformada de Laplace.

„  t t t i r eRpta. y - e r -  t e  e +-----
v y 2 60

R pta. y(t)  = (■
e

- e ° ~ l ) + - ) £ f ( í - l )2

Resolver la ecuación diferencial dado por

t y " ( t )  + 2 / ( t )  + ty( t )  = 0 ,  y(0+) = 1 . y(n) = 0

Rpta. y(t)  =
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13)

14)

15)

16)

Resolver la ecuación diferencial 

/ '  (0  -  4 /  (0  + 5y(t)  = V(t) , y(0) =1 , /  (0) = 1

donde V(t) =
e eost , 0 < t < 2 n  

0 , t > 2it

Rpta. y(t) =  e 2' eost - e 2' sent +  - e- ŜCn< - ^ - ( t - 2 n ) sen t .U ( t - 2 n )

Utilizando Transformada de Laplace resolver la ecuación diferencial 

y ’+2y + ^ y ( t )  = f ( t ) ,  donde / ( í )  =
t , t < 1

( 2 - r ) , l £ / ¿ 2
0 , t>  2

sujeto a la condición inicial y(0) = 1

Resolver la ecuación y(t)  = 4 sen t -  2J ^ (« )  sen(t -  u)du

Rpta. y ( t ) = ~  sen y/J t

Resolver el problema siguiente de valor inicial

y ’(t) + 2y(t) + j^y(u)du = / ( / )  ¡ y(0) = 1 donde f  es dado por el gráfico.

Hpta. y(t) = - 2te ~ l + l+ 2 [í e ' (' _1) - \\U(t - 1)+1(1 -  /) (,_1) + \\U{t - 2 )
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Resolver el siguiente problema de valor inicial.

y "  (0  + 4y(f) = sen t - U ( t - 2 a ) . sén(f- 2 n )  , ^ 0 )  = / ( 0 )  = 0

Rpta. y(t)  =  — (-sen 2 í +  2 s e n í)+ i( se n 2 í-2 s e n í)C /( í-2 ^ )
6 6

Resolver la ecuación diferencial

x"(r)-2x '(/)+ 5 jc(r)s= e"2>(4cos3r + 18sen3r) , x(0) = 2 , x '(0) = - l  

Resolver la ecuación diferencial

x "  ( t )+n 2 x(t) = a sea p t , x(0) = l,jt '(0 ) = 3 n,p constantes positivos, n * p  

Resolver la ecuación diferencial.

t y " ( t )  + y' (t)  + ty( t )  = 0 sujeto a las condiciones iniciales y(0) = 1, 
/ ( 0 )  = 0

Resolver la ecuación diferencial

t x ' ' (t) + x ' ( t )+41 x(t)  = 0 , con las condiciones iniciales x(0) = 3, jc' (0) = 0

Calcular L{JX (/)} y usando el resultado obtenido, resolver la ecuación 
diferencial x"( t )  + x(t) = J x (t) si x(0) = 1 , x' (0) = 4 donde L{x(t)} = x(s)

Resolver la ecuación diferencial

l 2y" U)  + ty ' ( t )  + ( t2 - l)y(f)-— 0 , siy(0) = 0 , /(O ) « I  

Resolver ^ x " ' ( u ) x " ( t - u ) d u  = 24t i si x(0) = x'(0) = x"(0) = 0



25) Resolver la ecuación diferencial

tV " ( t )  + ( t - l ) V ' ( t ) - V ( t )  = 0 si V(0) = 5 y V(oo) = 0

26) Resolver la ecuación x"( t )  + 2x’(t) + x(t) = F(t)  , *(0) = x(0) = 0 si F(t)
esta dado por el gráfico adjunto.

28) x"(t )  + 2x'(t) + lx( t )  = l t 2 + e 2'  vsnl t  , x(0) = x ’(Q) = 0

29) x' ' (t) + 3x'(t) = l - 2 U ( í - 2 J t )  , x(n) = 0 ,  x '(n)  = - l

30) x " ( t ) - x ' ( t )  = H(t) , x ( 0 ) = l ,  x'(0) = 0 si H(t) esta dado por el siguiente 
gráfico.
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31) t x " ( t )  + (2t + ‘i)x'(t) + {t + ‘i)x{t) = e ' ‘ si x(0) = 1

32) t y " { t )  + y ' ( t )  + ty( t )  = O , y(0) = 1 , /(O )  = 0

33) x" (t) + (2/ -  3)x' (í) + 2x(t) = 0 si x(0) = 1 , x' (0) = 3

34) x" (í) + 1 x' {t) + x( t) = 0 , t > 0, sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 1 , 
x'(0) = 0

35) x"(r) + 3x'(í) = l - 2 U 2(t) sujeto a las condiciones x(n) = 1 , x'(7r) = - l

36) (t - 12) / '  ( /)+ 2 y  (/) + 2y{t) = 6t , si y(0) = y(2) = 0

37) t 2y" ( t )  + t ( l - t ) y ’( t ) - ( l  + 3t)y(t) = 0 sujeto a la condición y(0) = 1 ,
/ ( 0 )  = 4

38) Resolver la ecuación diferencial
í 0 si 0 < x < ;r 

y ”+4y = f ( x )  si / ( * )  = ] . y ( 0 ) = l ,  / ( 0 )  = 1
[l-se n 3 x  si x > n

Rpta.
, ,  „ sen2x 1„ , sen3(x-;r) 3 vrr/

/ (x )  = cos2x H-------- +—[1 -cos2(x -n)\U(x - n ) + (----------------- h— sen3(x -  n)U{x -  n)
2 4 5 10

39) Hallar la función y = f(x) tal que:

f ( x )  = 2 f  /  (u) cos(x -  u)du = e*
Jo

c x + e~x _ _
Rpta. y   -------------xe x = cosh x -  xe x
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40) Resolver las ecuaciones diferenciales.

a) y " - y  = -I e uu 2du , y (0) = y (0) = 0

_  ■ e* , x 3 9 2 21 45 , e x
Rpta. v = —  ( x  +— x ------) + l -----r*

r  ' 6  3 4 4 8 16

b) y ’’+2y'+2y =  f ( t )  donde / ( / )  =

0 , 0 < / < n

e~‘ eos / , n < t < 2n  
0 , t > 2n

Rpta.
p  ‘

y  = e '[y(0)cos/ + (y(0) +y(0))sen/J+— ( / - n ) U ( t - n ) - \ —  ( t - 2z) sen t f J( t - 2n )

c)
» [X , , . íe 1 COSÍ , 0 <t <71y  +2y + 2J y ( t ) d t - f ( t )  donde / ( / )  = \
Jo [ 0 , / > n y(0)

Rpta.

(/ sen / -  sen / + / eos/) , 0 <t < n

e~‘ e~'
- ^ - ( / s e n / - s e n /  + cos/)H—— [(/-7 r)(c o s /-sen /)  + sen/] , t > n

d) y ’-4y+ 5y  = / ( / ) , y(0) = i y ’ (0) = 1 donde

/ ( ' )  =
e 2' sen/ , 0<  / < 2ji 

0 , t > 2n

Rpta.

2/ it ?#  ̂sen /
e c o s í - e  senf + e —- —  , 0 < t < n

e 2' c o s t - e 2' sent + n e 2n sen/ , /> 2 jt
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41) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales.

* '' (0  -  3x' (t ) -  y'  (t) + 2y(t)  = 14/ + 3 
x ’( t ) - 3 x ( t ) + y ’(t) = 1

. * '(0 ) = 0 , / (O )

Rpta.

/  3/

X(t) = 2 ~ -  —  - e - *  
2 2

y(t) = l t  + 5 - e ‘ + —e~2‘ 
2

b )
2x'(t) + 2x(t) + y ' ( t ) - y ( t )  = 3/ 
x'(t) + x( t )+y ' ( t )+y( t )  = 1

, x(0) = 1 , y(0) = 3

Rpta.
íx(t) = t + 3e~' -2 e~ ir 

Íy(í) = l - r  + 2íT3'

c) x "(í)  + 2 x ( í ) - / ( / )  = 2í + 5 
x '( O - * ( í ) + / ( 0 + ;K 0  = -2 < - i

, x(0) = 3 , x'(Q) = 0 ,

\x{t) = t+2  + e 21 + sení
Rpta.

I y(í) = l - í - 3 e  21 -c o s í

d)
\ x ' ( t ) - 2 x ( t ) - y ' ( t ) - y ( t )  = 6e* 

[2x' (t) -  3x(t) + y'  (t) -  3y(t)  = 6e3
, x(0) = 3 , y(0) = 0

Rpta.
Íx(í) = (l + 2 í y  + 2 e3' 

ly(í) = ( l - / ) e ' - e 3'

e)

dx ,  -3t hx + y  = 3e
dt

— + jc -4 y  = 1 
dt

, x ( 0 ) = l  , y(0) = 2

= 6 5

y(0)=-3
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Rpta.
x(t) = 3e 2/ ——  e5'  e 3'  + -

40 8 5
. , e ' 2' 69 5< <T3' 1

y { t ) ~ ----+ — e -----------------
* 2 40 8 10

8)

2 — +— - x - y  = e '  , x(0) = 2 
dt dt

^ - + ^ - + 2 x + y  = e'  , y(0) = l 
at at

Rpta.

x  = 8 sen t + 2 cosí

y  = -1 3 sen í+  cosí 
'  2 2

y v
d x  . d x  dy „ _— -— 3 — + — + 2 x - y  = 0  
d t2 dt dt
dx ¿y „— H——- 2 x  + y  = 0 
dt dt

, x(0) = 0 , y(0) = -1 , x'(0) = 0

h)

Rpta.
(x = 2e‘ - e 2' -1

{y = e'  - 2  

jy'+y+2z'+3z = e~'
[3y '-y+ 4r'+ z = 0

y = 5 e '  -3e~'  - 2e~2'

, y(0) = 0 , z(0) = 1

Rpta. -2, 2e~' ,
z = e +— - e

42) Resolver el sistema de ecuación diferencial 

\ ty( t)  + z(t) + tz '( t )  = ( t - l ) e - '

\ y ' ( t ) - z ( t )  = e - , 
z(0) = -l

sujeta a las condiciones iniciales: y(0) = 1,
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43) Resolver el sistema de la ecuación diferencial

Í2x ' ( l ) -3y ' ( t )  = 2e' , x(0) = 2 
¡x ' ( t ) - 2 y ' ( t )  = 0 , .y(O) = 1

Rpta. x ( 0  = 4e ' -  2 , y ( 0  = 2e'  -1

44) Resolver el sistema de la ecuación diferencial

(x'(t) + x(O + 2y(O = 0 , x(0) = l
l3x(í) + 2^(í) + y ( r )  = 0 , y(  0) = 2

6 1 9 e ’Rpt,. + _

45) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

^ -  = 2y  + e'  , JcfO) = 1
at

^  = 8x - r  , y(0) = l
at

46) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

dx
-  = x - 2 y  , jr(0) = — 1
at

%  = S x - y  , y (  0) = 2
dt

Rpta. x =  - 3 eos3r- —sen3í , y =  2 c o s 3 í s e n 3 í
3 3
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47) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

2 —  + —  - 2 x  = 1 , x(0) = 0
dt dt

——+ — 3x — 3y — 2 , ,y(0) = 0 
dt dt

Rpta. x  = -2 e 3,+ j e 2 , - j  , y  = | e 3' - I

48) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

, - + x - y  = 0 , x(0) = 0 , x'(0) = -2d 2x
d t ‘
d 2v
dt

+ y - x  = 0 , y (0) = 0 , / ( 0 ) - l

R pta. x = —— V2s en i ¡ 2 t , y  = - í -+ ^ - - j2  senV2 t 
2 4 2 4

49) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

d 2 x- J. d 2y
dt 2 dt2
d 2x d 2y
d t2 dt2

Rpta. x  =
2 r I----
3! 4!

i í i +í l
3! + 4!
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50) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

^ - £ + 3 — + 3v = 0 , x(0) = 0 , x'(Q) = 2 
dt 2 dt 7
d 2x
- ¿ r + i y - " ■ W 0 )-0

I , - t  1 1 1Rpta. x  = — + t + l - e  , v  = — +—e +—te
v  2 3 3 3

51) Resolver el sistema de la ecuación diferencial.

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 
corrientes i2(t) e i3(t) de la red mostrada en la Figura, es

L \ ^ - +  R¡2 + Rii = E(t)

L2 ^ - + R i 2 +Ri3 = E{t) 
dt

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si R = 5£2, Lx = 0 .0 1 //, L2 = 0.0125 H , E 
= 100V, i2(0) = 0 e 13 (0) = 0 .

c) Determine el valor en amperes (A) de la corriente /, ( t ) .

Dota i ^  100 900, 80 80 900, . _  on*.’00'Rpta. í2  ------------------ e , i-i = —   e , i< =  20- 2Ue
*  2 g  9 3 9  9  1
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51)

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 
corrientes i2(t) e i3 (t) de la red mostrada en la figura es,

L ± L + L É L + Rih  = £ (/)
dt dt

di-, di-, 1
R\ y-, i  ̂ ~ 0dt dt C

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si Rx = 1 0 Q , LX= \ H ,  C -  0.2 F, 

[120, 0 < / < 2 
)0, t> 2

E(t) =

c) Determine la corriente i, (f) en amperes (A).
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A P E N D I C E

DERIVADAS ELEMENTALES

1) y * f ( x )  = c=>&- = r ( x ) - o
dx

2) y  = k f  (x) = c => •“  = kf ' ( x)
dx

3) y  = / (x )± g (x )= i> -^  = / ’(x )± g(x )
dx

4) y  = f ( x )  = x n = > ^  = f ' ( x )  = nxn- X
dx

5) y  = / (* )•  g(x)  => ^  = / ’ (x ).g (x )+ / ( * ) .  g ' (x)
dx

f ( x )  dy g ( x ) . f ' ( x ) - f ( x ) . g ' ( x )
6) ^  =  => =   2 ■

g(x) dx g(x)

7) y -  ( f ( x ) )n => £  = « ( / « r 1 •/"(*)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y SUS 
INVERSAS

1) y  = sen(/(x)) = > ^  = cos(/(x ))./” (x)
dx

2) .y = cos(/(x )) => -y- = -  s e n ( /(x ) ) . / ' (x)
dx

3) ^  = tg (/(x ))  => ^  = sec2 ( / ( x ) ) . / '  (x)
dx
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dy
5) .y = sec(/(x )) => — = sec (/(x )).tg (/(X ))./ ’(x)

dx

dy
6) y1-  cosec(f (x))  => —• = -c o se c (/(x )) .c tg ( / '(x)). f ' ( x )

dx

dx f ' ( x )
7) y = are. sen ( /  (x)) => —  =

dx - J \ - f 2(x)

dy - / ' ( x )
8) v = are. cos(/(x )) =>—  = —= = = =

dx y ¡ l - f 2(x)

dy f ’(x)
9) y =  are. tg ( /  ( x )) => —  =  y-------

í/x 1 + f ~ ( x )

dy - f ' ( x )
10) y = are. c tg (/(x )) => —  = — ^ --------

dx 1 + /  (x)

dy / ' ( x )
11) y - ar c . s e c ( f ( x ) )

dx \ f ( x ) \ x j f 2(x)-

dv  - / ’(.«)
12) v = arc.cosec( /  (x ))  => —  = ------------■======

dx \ f ( x ) \ i ] f 2 ( x ) - l

DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y 
LOGARITMICAS

dy log„ e
1) y = log„ ( /  (x)) =>—  =  - - f ' (x) ,  a # 0 ,1

dx / ( x )

dy f ' ( x )
2) y  = ln (/(x )) =>—  = - ------

dx / ( x )



/<-'■> dy /<jc> ,  ,3) y = a => —  = a .Ln a . f  (x)
dx

/ i.v) /(.v) .
4) y = => —  = e' ' . / ’(*)

dx

5) y = ( / ( x ) * u) => — = g (x ) ( /(x » * U)- , . / '( x > + ( / (x ) ) í;<v) ln (/(x )) .g ’(x)
dx

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS 
INVERSAS

dy
1) y = senh(/ (x)) => —  = c o sh ( /(x )) ./ '(x )

dx

dy
2) y -  cosh(/(x)) =>—  = s e n h ( /(x ) ) ./’(x)

dx

3) y = tg h (/(x )) => —  = sec k 2 ( / ( x ) ) . / '( x )
dx

4) y = c tg h (/(x )) =>—  = -cosech2( f ( x ) ) . f ' ( x )
dx

dy
5) y = sec /i(/(x )) => —  = -s e c A (/(x ) ) .tg h ( /(x )) . / ,(x)

dx

dy
6) y = coseh(f(x))=> —  = -cosé> e/t(/(x )).e tgh(/(x ))../'(•*)

dx

dy / ' ( * )
7) y  = áre. senh(/(x)) => —- =■-

dx (x)+\

dy ± / '( x )
8) y = are. cosh(/ (x)) => —  = ■

dx J P ( X ) - 1

dy / ’(*)
9) y = are. tgh( /  (x)) => —  = :----- j— -, - < f(x) < 1

dx 1 - /  (x)
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10)

11)

12)

dy f ' ( x )
y = are. c tgh(f(x)) => —  =  ------------, (f(x>) > 1

dx 1 - f  (x)

dy ± f ' ( x )
y  = are.sech { f  (x)) -v  -  -  . —

dx /U )V > - / '< - * )

dy - f ' ( x )
y = are. eos ech(f (x) )  => —  = •

dx \ f ( x ^ l  + f 2{x)

TABLA DE INTEGRALES

1)

3)

4)

5) 

7)

9)

10)

adx = ax + c 

d ( f ( x ) )  = f ( x )  + c

( f ( x )± g (x ) )d x  = j f ( x ) d x ± j  g(x)dx

2) * j k f ( x ) d x  = k j f ( x ) d x

x n+x t u"+]
ndx = --------1-c, n * - l  6) I undu = -------- he, m t - l

n+ \  ¡ n + 1

du
+ c 8) J eudu — e“ + c

a“du = ----- +c,  a > 0 ,  a * l
lna

du 1 u
2-----2 = — arctg— + c

a +u a a
11) f - ^ - T  = ^ - L n

J u - a  2a
u - a
u + a

+ c

12,
J a  - u  2a

14) J d“

Ln
u + a
u - a

+ c

yfu2 + a
= Ln u + ylu2 +a + c

13) J 

15) | *

du u
= arc.sen(—) + c

V a 2 -  m2 a

V«2- « 2
= Ln 1 2  2 u + \ u  - a + c
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senudu = -cosk  + c 20) Jcosmí/k = sentt + c

tg udu = -Ln\cosu  22, j  c tg udu = Lrtjsen u\ + c

sec udu = Ln|sec u +¡ tg m[ +  c 24) J  eos ecudu =  L«|cos ecu -  c tg u\ + c

2 r ^sec udu = tg u +  c 26) eosec'udu  =  - c  tg m +  c

sec tí tg u du = sec u + c 28) J" eos ecu. c tg udu =  -  eos ecu +  c

senh udu = cosh u + c 30) |  cosh udu =  senh u + c

tgh udu = Lnjcosh u\ +  c  32) J  c  tgh udu — Ltijsec hu\ + c

sec h2udu = tgh u + c 34) J  eos ech2udu = —c tgh u + c

sec hu. tgh udu =  -  sec hu +  c 36) J  eos ech u. c tgh udu = -  eos ech u + c

au , L w  W (asen(bu)-bcos(bu))  ,e sen(bu)du = e ----------- x x + c
a +b

au ,, au (a eos bu+bsen{bu))eau cos(bu)du = em  ------- x —— + c
a +b
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