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PROLOGO

En la presente obra intitulada “ Transformada de Laplace ” en su 2da. Edicion,
he dado un trato especial al estudio de esta materia por ser de uso cotidiano en las
carreras profesionales de Ciencias Matematicas e Ingenieria.

Expongo una teoria concreta con problemas que motivan la solucion de otros
ejercicios que se proponen. La seleccion de los temas en cada capitulo es a base de la
experiencia adquirida en la docencia universitaria y con las sugerencias brindadas por
los colegas del area de matemaéticas de las diversas universidades de la capital.

El libro empieza con el estudio de las funciones seccionalmente continuas y de
orden exponencial, la Transformada de Laplace y sus propiedades, las funciones
especiales, la transformada inversa y concluye con las aplicaciones en la solucion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones diferenciales.

La lectura del presente trabajo, requiere de un adecuado conocimiento del
Célculo Diferencial e Integral y de las Series de Potencias.

Deseo expresar mi mas profundo agradecimiento a mis colegas por sus
sugerencias y apoyo en la realizacién de esta obra.

Agradezco por anticipado la acogida que ustedes brindan a esta pequefia obra.

Eduardo Esplnoza Ramos.
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CAPITULO |

CONCEPTOS BASICOS.

Introduccién.- En el calculo elemental se estudié la derivacion e
integracion los cuales gozan de la operacion de
linealidad, es decir:

ld () +PAS]=a 4, f(x)+P4z o(x)
J [cef'(x) +/3g(x)Jdx = a J f(x)dx + /fj g(x)dx

donde a y p son constantes reales arbitrarias.

La integral definida de una suma también goza de la operacién de linealidad, es
decir:

Jlaf{x) +Pg(x)Jdx =ajf(x)dx +pj g(x)dx

La operacion de linealidad de la derivacion e integracion transforman
esencialmente una funcion en otra expresion por ejemplo:

— Xi =3x2 , x*dx ="—+c , x*dx =4.
dx 5 4 1)

nosotros estamos interesados en una integral impropia que transforma una funcion
F(t) en otra funcién de parametro s, al cual se le llamard Transformada de Laplace,
es decir, que la transformada de Laplace es una operacidon que transforma una
funcion F(t) en otra funcion de parametro s.



1.2 Definicidn.- Sea F: [Ooo > —»R, una funcién definida para t > Q
entonces a la funcion f definida por:

[1.€0) f)
/ ('V):JO e “F(t)dt :.!im e s,F(t)dt

Se llama transformada de Laplace de F, siempre que el limite exista.
Simbélicamente a la transformada de Laplace de F se denota por: L{F(t)\, es

decir:

ee)
L{F(0}=| e sF(t)dt =f(s)

Ejemplo.- Calcular L{F(t)}, donde F(t) =t

Solucidn
le] fh s ,d L
Jme~s‘F(t)dt =i e stdt=Ilim [ e~stdt= lim (-----------—-- —)/
0 Jo b~>+ oplo h~*+fx> S o
-0 be " P o _ i
= lim I(- )- 0= )] =0-0% ==

Z{r}=— , para s >0.
v
Observacion.- El uso del simbolo de lim F(t)fh vamos a reemplazar por la

. e .
notacién F(x) /0 , es decir:

€ e D 1

L{t _pKDt "di = t
= erdi =(- s s2 @ =31 y>0

Entendiéndose que en el limite superior, cuando t-* +00, e st —0, paras> 0.
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Condiciones Suficientes para la Existencia de L{F{t)\ .-

La integral impropia que define la Traasformada de Laplace no necesariamente
converge, porejemplo; ni L{i} m L{etz} existen.
Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L{F(t)} son que F(t)

sea continua por tramos o seccionalmente continua parat>0 Yy ademas que sea de
orden exponencial parat> T.

Funciones Continuas por Tramos o Seccionalmente Continuas.

Definicién.-  La funcidon F: [a,b] -» R, es continua por tramos o seccionalmente
continua en [a,b] si:

i.  Existen puntosen [ab] tal que: a- jo- h"t2<.<t,=b, donde F es
continua en cada subintervalo t,.< i<tM para i=0,12,..., n, salvo en
dichos puntos.

ii. En cada punto /. e[a6] existen los limites F(ti):*lim F(tj +h),
-»0+

b'Ui)= lip F(ti-h).



Observacion.- Consideremos una funcién F: [a,b] — R seccionalmente continua.

A la diferencia F(tj )- F(tj )= A se llama magnitud del salto de
funcién en el punto tf.

Ejemplo.-  Lafuncidon F(t) =[|i]] es continua por tramos en [0,4].

Site [0,1> =>F()=0
te [1,2> =>F(@{)=1
te [2,3> =>F()=2
te [3,4> =>F()=3

para t=4 => F()=4

0 si O<i< 1

La funcién F(t) = r2 si I<i<2
0 si t>2

Solucién

la



F(tU

4
1
— ¢ &
(0] 1 2 t
F(l )= lim F(I-h)= 1lim0=0 ; F'(1+) = lim F{\+h) = lim(l +h)2 =1
-»1> a-»o a ->o+t a—0+
F(2~)= lim F(2-h)= lim(2-h)2=4 ;o F{2+)= lim F{2+h) = lim 0=0
A-»0“ A-» 0' A-»0+ A—0+

ademas F(t) es continua V t e <0,00>salvo ent = 1,2. Luego F(t) es una funcion
continua por tramos en <0,00>,

Observacion.- Toda funcion continua en [a,b] es continua por tramos en [a,b].

Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) =In(/2+ 1) es continua por tramos en
[0,C0.

Solucion

La funcion F(t) =In(/2+1) es continua V't e R, en particular es continua,
Vt¢ 0entonces F(t) =In(/2+1), escontinua por tramosen [0,+00>.

Solucion



F(2+)= lim F(2+A) = lim A 1 = +*,
h-,0* AX0* h
F(2~)= lim F(2-h) = lim 4-h
A))(T AN -A

continua por tramos.

Observaclon.-

1. Si F es una funcién continua por tramos en [a,b], entonces dicha funcién es

-h
integrable en [a,b] es decir: 3 % F(t)dt
Ja

En efecto: como F es continua por tramos en [a,b], con discontinuidad en
i, y posiblemente en a,b.

Entonces a la integral f*F(t)dt, se define como:
Ja

fb i ftfi-h ft,-h fh-h
JIaF(t)dt =lim ~\a+h F(i)dt+ J|t " F(t)dt+...+J>.+AF{t)dt\

1]

como este limite siempre existe, entonces 3 J:F(t)dt



2. Si Fy G son dos funciones continuas por tramos en [a,b], entonces el producto
también es continua por tramos en [a,b], (Probar: queda como ejercicio).

15 Funciones de Orden Exponencial.-

Definirién.-  La funcién F: [0,+00> -» R, es de orden exponencial si existen
constantesc >0 y a tal que |F(i)|4cea', Vt>0.

Ejemplo.-  Toda funcion constante es de orden exponencial. En efecto:

Sea F una funcién constante => 3 ¢ >0 tal que (Ffi))<c ,V t > 0 entonces

\F(t)\lceot.
Es decir que F es de orden exponencial haciendo a = 0.
Ejemplo.-  Determinar si la funcion F(t) = eatcosbt, es de orden exponencial.
Solucién
Como |[cosf>/| <1, V t>0 entonces e“|cosdi|]<eal, Vt> 0 de donde

jeMcosor| <eat => |F(i)] <eM.

Luego F(t) = emeosbt es de orden exponencial tomando c= 1y a = a.



Propiedades.-
1. Si F: [0,+00> —R es una funcion seccionalmente continua en [0,+00>, entonces:

) La funcion F es de orden exponencial siempre que existe a e R tal que

lim—tjt =0.
ii) Lafuncion F no es de orden exponencial si: /Ilgg F(t )
Ejemplo.-  Determinar si la funcion F(t) =tn es de orden exponencial para « e Z ,
V t>0.
Solucién
FU) " .
lim—— =11i m picando lareglade L Hospital
! > &
ot n(n-\)(n-2)...2.\ | 1 n! 1
= lim—- = lim—- ——Ilm———(O) 0,Va>0
i e a" | a"<"ea
por lo tanto F(t) = /"es de orden exponencial V/ >0
Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) =e es de orden exponencial.

Solucion

2,
e g T
Luego la funcién F(t) no es de orden exponencial.

2. SiF,G[0,00>—R, son dos funciones de orden exponencial, entonces el producto
de F y G son de orden exponencial.



En efecto:

Como Fy G son de orden exponencial => existena,,a2,y cj,c2>0,tal que:
|[F(r)|<cjea' y |G(f)|<c2eai',Vt>0
[F(N.G)| =|F)|IG(r)| <cxea''.cea2

=q .c2e(@+d2 'Vt >0, entonces |F(i).G(i)j < em, entonces F(t). G(t) es de orden
exponencial.

3. Si F,G:[0,a0>—R son dos (unciones de orden exponencial, entonces la suma de
Fy G es de orden exponencial.

(Queda como ejercicio para el lector).

Ejemplo.- Demostrar que la funcién / (i) =t" senkt es continua por tramos y de
orden exponencial en [0,+00>.

Solucién

Sea f(t) =/,(/).f2(t) =t”senkt, donde /,(;) =/", /2(/) =sento, la fiincion
es continua Vi e R, en particular /7(/) =/ es continua en [0,+00>
por lo tanto fx(t) =t" es continua por tramos (por la propiedad que toda funcién

continua en [a,6]es continua por tramos en [a, 0]).

La funcion f 2(t) =senkt, es continua V/g 7?, en particular es continua en
[0,+00 >, por lo tanto f 2(l) = senkt es continua por tramos.

Entonces como f j(t) =t" y /,(/) =scn/:ison continuas por tramos entonces

f(t) =t" senkt es continua por tramos ahora demostraremos que /, (t) = i"es de
orden exponencial; para esto demostraremos que:

o fx() ] o tn ) n\ )
lim—— =0, es decir: lim = lim— =0, entonces /j (t) =t es de
/= e e »®a e

orden exponencial.
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Ahora demostraremos que f 2(t) =senkt es de orden exponencial, para esto
existen c y a, tal que |/2(<)|- ceQU>pem (senkt\ ¢ 1 de donde |f 2f/)| < 1= le@
tomando c=1, a =0 se tiene que f 2(t) =sen Ai es de orden exponencial por lo
tanto como fI(t)=t” y f2(t) =sen A son de orden exponencial, entonces:
f(t) =t”.sen Al es de orden exponencial.

Teorema.- Sila funcién F:[0,400>-»/?, es seccionalmente continua y de
orden exponencial a entonces 3/(.«) = L{F(t1)},Vs>a .

Demostracién

Por hipétesis se tiene que F(t) es de orden exponencial a =>3A/>0, tal que

\F(t)\<Mew,Vt>0. Ademés por propiedad |JF(t)dt|<(V ()k' vy

f+éo . o
L{F(t)\=\]O e s'F(t)dt =(l_|£(n(\be F(t)dt.

Luego le_,,F(/)|=e WF(/)|< Me sr.em, V t>0 puestoque
[F(N:£ MeM, VI O

Es decir: |e"F(i)J <Me~is-aV,V t >0, a esta desigualdad integramos de 0 hasta a.
j’olf ~s,F(t)\_ldt< JOMe-~U a)ldt = - <Ta e-{s-a) /i 0

j Ve s, F(\dt<~J~ (e (sa@a~1

Ahora tomamos limite cuando a -> +00

li ta{ IF \id M li ‘tafl- = W
iilm)bes ()] t<-é-:5_t*_%(e (¢ aff - )__S""C_(:'Z



JO ‘e s<F(t)dt\-7r¢ ' s>«

= N —+b
por lo tanto o e aF{t)dt esconvergente, entonces existe Jlo e sF(t)dt esto

quiere decir que:

3 L{F®)} = f(s)
Observacion.-

1) Si F: [0,000— R es una funcién continua por tramos y de orden exponencial, se
Ilama funcion de clase A.

2) Si F:.[0,+00> Resunafuncion de clase A entonces 3 L{F(t)}.
3) Si3 L{F()} =>que F sea una funcion de clase A.
1.7 Teorema.- Sea F(t) una funcion continua por partes parat > 0 y de orden
exponencial parat > T; entonces éi_;r&L{F(t)} =0
Demostracion

Como F(t) es continua por partes en 0' <t <{, es necesariamente acotada en este
intervalo.
\F(t)\<MI = Mx0t, ademas \F{t'\<Mlex

parat>T. Si M denota el maximo de {Mx, M 1}y c, el maximo {0,A} entonces

. [S1)) B foo ; e~(s~ot _/°° M
[z,{/~ (O} ~ Jo e s\F(tI\dt < Aldne a.ecdt U-M j =— paras>c

\L{F(t)}\ < ~ paras>c, Cuando s-> cotenemos que:
s-c

|¢{F(f)}| -» Oy porlotanto lim L{F(t)}=0



1.8 Transformada de Laplace de algunas Funciones Elementales.

Encontrar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones.

1) F(t) =eb
Solucion

Aplicando la definicion de Transformada de Laplace

f(s) = L{F(t)} =L{ek }=Jo°V " .ehdt = =

& Ul led ,

. ] = —(0-D)=—— >k
s-k /o s-k( ) s-k paras

porlo tanto f(s) =L{eh}= pune paras >k
S -
Observacién.- Cuando k = 0 se tiene:

f(s) = ¢{3=—paras>0.
S

2)  F(@)=i"
Solucién

-0
f{s) = L(F()}=/{/"}=I" e~1t"dt, integrando por partes se tiene:

u=t du =nt" Idt
\dv =e~s,dt e~
S
) _ ot = e st /40 n|f+K> d
(|)—h e~atndt = ----—-- /[0+|,-J0 e~s't t

paras>0, n>0, tne~y -> 0, cuandot -> +o0, luego se tiene:

12



3)

4)

f(s) = ‘[o+!rerS,ta~Jdt: -SL{trr-l} ...(0)

siguiendo el mismo proceso se

A~(" }= L =—=Z{0} =

—1
(a) se tiene: / (V) -2— W

llega a que:

-'r— puesto que ¢{1} =—, que reemplazando en

11 «!
Sr

f(s) =L{in}=-"~r ,si s>0

F(t) =senat

f

Solucion

2
f(s) = ¢{senal} = JI0 e & senaidt, integrando por partes.

vsena/+aeosal

/ #®

f{s) =e ' ( Y/, paras>Q € ->0 ,cuando t — +«q,
s +a / o
a .
entonces:  f(s) = ¢{senat}=—-—--- Sis>0
s+a
F(t) =cosat
Solucidn

En forma similar que la funcion anterior.

! (y) = ¢{cosal} = e~sleosatdt =— —-, sis>0

Jo

Es decir: f(s) = ¢{cosa/} = —

s+ a

- ,s8is>0

s+ a

13



Tabla de Transformada

Elementales.

F()

tn

ed

sen at

eos at

senh at

cosh at

ehr senat

ebt eosat

eb' senha/

ebl cosh at

de Laplace de algunas

L{F(®)} = fts)

n\
— > s>0
"+

1
—————— ,$>a
s-a

a

2442750

g Ma 's>lal

2_52 "S>lal
a
(s-b)2+a2
s-b
(s-b)2+a2
a
(s-b)2-a?2
s-b
(s-b)2-a2

S

Ejemplos.- Calcular L{F(t)} donde F(t) es dado:

1) F(t)=i4

4 4
L{F()} =L{td}=— ==
S S

14

Solucién

Funciones



2)

3)

4)

5)

1.9

KK(/) = sen 20/

Solucion
L{F(t)) = ¢{sen20i}= 2-" -
{F(t) = ¢{ } 00
F(t) =eos24r
Solucion
L{F(t)\ = ¢{e0s24t] = =i(i+_ 1
2 2 v T +64
F(/) =sen« eosia
Solucion
sen 2itt 2k . m ;T
L{F()} = ¢{senni.cosTif} = L{— -— }=- ( — f) =— -
2 2 s +4ji s2 +4ji
F(r) =sen2;rf
Solucién
, I-cos2;ri \Y;
L{F(t)} = ¢{sen m) =L{ »= -c,{l cosZ/rr}—-(---——— —r)
1 S S +4n

Propiedades de la Transformada de Laplace.-
Propiedad de Linealidad.-

Sean F,G: [0,00> —» R, funciones continuas por tramos y de orden exponencial
entonces:

L{aF(t)+pG(t)} = aL{F(t)} + PL{G(t)}

Demostracion

Mediante la definicion de Transformada se tiene:

15



f©
L{aF(t) +pG(t)} =J e ” (aF(i) + PG(t))dt

vV
'

HED 400
l> e~s F(t)dt +p |0 e G(t)dt =at{F(nN}+)&{G()}
I{aF(i) +)8GN} = ai{F(0} +{G(i)}
Ejemplo.-  Calcular L{F(t)}, donde F(t) =f2+cos2f+e3
Solucién

2 \
L{F(t)} = L{i2+e0s2/+e3} = L{i2}+ £{cos 2f}+ £{e3 }=— +— — +--—-
s s +4 .v-3

b. Primera Propiedad de Traslacion.-

Si F: [0,+00> -> R, es una funcion continua por tramos y de orden exponencial y
si L{F(t)} = f(s) entonces paraa™ 0O se tiene.

L{eaF{t)} =f(s-a) . s>a

Demostracion

Mediante la definicién de Transformada se tiene:

J®e~stF(t)dt:f(s) entonces
0

QD fHo
L{emF(1)} = %0 e".e MF(t)dt :»o e~(s~a)'F(t)dt =f(s-a)

L{eaF(t)} =f(s-a)

16



Ejemplo.- Si F(i)=/V '. Hallar L{F(1)}.

Solucién

£{/3}:.Sj- :'.'VT =/(s), entonces: L{iV'}=/(i-4) :F'4)4

~ L{tv'}= (5_64)4
Ejemplo.- Si F(t) =e 'cos21l Hallar L{F(t)}

Solucién

Vv
Sea £{cos2i}=—5----— f(s), entonces:
s+4

L{e 'eos2/} =f(s+1)=-— _
(s+ir+4

L{e ' cos2f) =-y I
S +2s+5

c. Segunda Propiedad de Trasladon.-

Si F: [0,+a» —»R, es una funcién continua por tramos y de orden exponencial y;

i 0, t<a

Si L{F()}=f(s) vy G(f)= I{F(t-a)\ > a entonces L{G(t)} =e asf(s)

Demostracion

Mediante la definicion de transformada de Laplace



f+oo fu foo

LGN} = e sG(Hdt=\ e sGHdt+ e sGdt

fHe> [] f+0©
=0+J e~ G{t)dt=J e aG(t)dt
a a
*HO
e"G{t)dt
a

ahora calculamos la integral, haciendo la sustitucion:

u=t- a=>t=u+a => dt=du, reemplazando en la integral se tiene:

L{G(t)\ =jQOe~('3('u'+a)du =e ﬂo% JUF(u)du =e~asf(s)
por lo tanto: L{G(t)} = é~asf (s).
. . i(i-2)2 ,t>2
Ejemplo.- Hallar L{F(t)} si F(t) =1
10 ,t<2
Solucién

-2s
Sea £{r3|':4S =/(i)=> HF(1)} =e Isf{s):—S

6e 20
E{F(r){=—7

d. Propiedad del Cambio de Escala.
Sea F: [a,+00>-» R, una fiincién continua por tramos y de orden exponencial.

Si LIF(D} =f(s) = L{F(an} =-f(s/a)

Demostracion



Aplicando la definicién de Transformada de Laplace.

T
L{F(at)}= J\n e "F{ai)dt, calculando la integral se tiene:

u du
sea u=at =>t=—=>dt=—
a a
1 <@ 1 o
e "F(at)rfi=- | e~ Fudu=- /7(-)
0 a Jn a' a
L{F(at)} =
a

Ejemplo.-  Hallar L{sen 7t}

Solucion

Sea ¢{sen7i}= — =1f (,v), entonces
.r+1

elsenTih =5/ (4) =7 (" =)= 1 1y
- +1
49

7
(sen 7} =-y—
¢( } sy+49

1.10 Transformada de Laplace de la Multiplicacién por Potencia
de t".

Teorema.- Consideremos la fiincion f: [0,+00> -+ R, continua por tramos y de

orden exponencial, si L{FO} = f(s), entonces

L{tnF()} = (-1)" %n L{F(t)} paras>0. Vne Z+
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Demostracion

#D
como L{F(t)}= f(s) :>Jof(v):l é~sF(t)dt

aplicando la regla de Leibnitz para la derivada bajo el signo de integracion se
tiene:

df iy d d _fird q
-drS (s) =1f(s) _EJO e s,F(t) t-,10 —e F(t)dt

dv..
f+00
Jo
. d
Es decir que: L{t F(1)} —————d—f{s) , secumpleparan=1
s

ahora generalizamos el teorema usando induccidén matemaética.

Suponiendo que el teorema es valido para n = h.
jh

Es decir: L{thF(t)}-(-\)hij(s), lo que es lo mismo.
S

\]0 e~s,thF(t)dt = (- 1)*d—j'/l-v), derivando por la regla de leibnitz se tiene:
s

d f+& *h Ldr

M1
J\iv +F (f)di =

Luego como n=hel teorema es cierto, entonces el teoremaes valido n=h+ 1
y como también es valido para n= 1, entonces se cumple paratodo ne Z+, por
lo tanto.

L{inF(t)} =(-Dn* T L{F(1)}
as



Ejemplos.-

1

2)

,2-a
Demostrar que L{t cosa/} —(—5————x T

+a )
Solucién
d S r(52+a2% S(ZSYJ_, a2- S 2
L{t eosat} ({cosa;} - (-5 5)=-[----5-5-5— "L ---e-
ds ds s2+a2 (s +a ) (yz+«2)2
LIt eosai] __\_112_:_(312
(s +a)
Hallar Z,{/(3sen2f -2cos2f)}
Solucién
; ; ; d ; 6 29
Z {i(3sen2i - 2cos2i)} = {3sen2i - 2cos2i} = - — ( - e )
ds ds s +4 s +4

d ,2.r-6v 2(y2+4)-(2.v- 6)2]j 2s2+8-4.y2+ 12r 8+12.v-2.v2
2+4 (i2+4)2 (s2+4)2 (i2+4)

L{t(3sen 2t - 2cos2t)} =8+~ ~2S

(i +4)

1.11 Transformada de Laplace de la Division por “t”.

Teorema.- Consideremos una funcion F: [0,00> — R continua por tramos y de

orden  exponencial i L{F)} = ffs) entonces
LE = au
t Js
Demostracion

Consideremos G(t) = L de donde F(t) =t G(t) aplicando la Transformada de

Laplace a ambos lados L{F(t)} = L{t G(t)} y por el teorema (1.10) se tiene:
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L{F{)} =——L{G{t)} de donde 7_yL{G(t)}:-L{F(t)} =-f(s), y se tiene

L{G(t)} = - f(s) ds integrando se tiene:  L{G(t)\ = - ’%J/ (u)du = jl,f(u)du

Luego i :g(u)d«

Observacion.- La constante de integracion se escoge de tal forma que '!im g(s)=0

Ejemplo.-
. e-« - e-bl s+ h
i) Demostrar que: ¢{ ) }=In(——-- )
I s+a
Solucion
L{eM-e h)=L{e”“ }- L{e h>= -J-=fU
{eM-ef)=L{e" } Let>= -1 =fU)

ahora aplicamos la Transformada de la division

Y Sl il W S = )du =[\n(u+a)-Hu+b)]}
S

t Js u+a u+
u+a, @ Y+ s+b
= In(-—-- =) =0- In{----- =1In
(u+b)‘* (s+ka> (s+a)
re d-e h s+b
[ -
707 =t )
2) /C<allcufar:----(j cosizcosh/ 1
Solucion

S
¢{cosi-cosh/} = ¢{cosi}- ¢{coshi} =~ —“—\—~=1(s)
ahora aplicamos la Transformada de la division
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cosi-cosht H® u u ]
J )- [ -1]

1, MMl fo 1, +1 i 22—
m | InW / - i H *2 771

eosr - cosh| i -1
& }= o Ine)

I-e" +sen2i
3) Hallar ¢{--------------- }
Solucidn
1 2
L{l-e +sen2f}=¢;{1}- L{e }+ I{sen2fiz = -—---—-—-- + ——-=/{5s)
s -1 s +4
ahora aplicamos la Transformada de la division
1-e' +sen2i ﬁH@D]l 1 2 d | | | 0
; - =) (---—-": -i— ~)du =[Inw-In(u-1) +arctg—
- I (o a i S)du = [Inw-In(u-1) +arctg—

= [In(-rimen )+arctg—]) —(Oh— )—ln--—s———-arctg—
i-1

K f
=—+In arctg—
2 i 2

l-e'+sen2r n i-1 i
}=—+In arctg-2
i

L
{ t 2

-1 2
=1In( )+ arctg(—

23



1.12 Transformada de Laplace de la Derivada.-

Los siguientes teoremas que se van ha estudiar, referentes a la Transformada de
Laplace de la derivada se utilizan bastante en la resolucion de las ecuaciones
diferenciales.

a. Teorema.- Consideremos una funcién continua F: [0,00> —R y que F'(t) sea
continua por tramos y de orden exponencial en [0,00> entonces :

L{F'{t)} =sL{F{t)}-F{0+), donde F{0+)= lim F{t)

r-»0+

Demostracion
Como F'(i) es continua por tramos y de orden exponencial entonces por el

teorema (1.6) existe L{F'(r)}, es decir:

[
L{F'(1)} = e~aF'{t)dt, integrando por partes.

\u=e a \du=-se "dt
\dv =F'(t)dt (v =F(t)

L{F'(t)} =e-s,F(t)/"+sjHA~ s,F{t)dt=0-F(0+)+X_{F(t)\
de donde:. L{F' (N} =sL{F{)}-F(0+H

Ejemplo.-  Apliquese una Transformada de Laplace a la ecuacidn diferencial.
d ”
al -3y =e ,sujeta ay(0) = 1.
dx
Solucion

Primeramente aplicamos la Transformada a ambos miembros de la ecuacion
diferencial

LA-3L{y} =L{e2}
at
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pero L{% F=sL{y}- y(0) vy L{e2 }/ -i————é-, por lo tanto

sL{y}-y(0)-3L{y} =S '2

(s-3)L{y]- 1:;2— de donde L{y] :75_2)(é\_3)

Teorema.- Consideremos una funcién continua F':[0,00>-> R y que F"(t) sea
una funcidén continua por tramos y de orden exponencial.

Entonces: L{F"(t)} =s2L{F(t)}~sF(0+)- F'(0+)

Demostracion
Como F"(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces ppr el
teorema (1.6) existe L{F"{t)}, es decir ahora aplicamos dos veces el teorema
anterior (1.12 a.), para esto sea G(t) =F’(t) = G'(t) =F"'(1)
L{F" ()} = L{G' (Oi =s L{G(t) - G(0+)}
L{F" (1)} =s L{G()}-F"(0+)=s L{F'(t)} - F' (0+)

= (i L{F()}-F (09))-F'(04) =sI1L{F{t)}- 5F(04) - F' (0+)

/. 1{F"(0} = V2I{F (O }-5/r(0+)-F'(0+)

Ejemplo.-  Apliqlese una transformada a la ecuacion diferencial 4y''(t)+y(t) - -2

1
sujetay(0) =0, y'(0)=—.
2

Solucién
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Primeramente aplicamos la transformada a ambos miembros de la ecuacion
diferencial.

ALy" (O} +L{y{)} =L{- 2

AslL{y(t)}-Asym-Ay'(0) +L{y(t)} = - -

(@v2+NZLy()}-0-2=  dedonde (Hx2+N/{y(D}= -

VO =l h

Generalizando.- Si Fin~l):[0,+00>-» /?, es una fimcion continua y que Fin)(t) es
una funcién continua por tramos y de orden exponencial. Entonces:
I{F()(O}=s"¢({E(/)}-sn"IF(0+)-5"2F’(0+)-...-sE’("™“2)(0+) - F (,-D(0+)
))-I
L{FM(t)}= V'L{F(t)}- £ .r~w F(i)(0+)
1=0
Ejemplo.- Calcular L{t"} mediante la transformada de las derivadas.

Solucion

L{Dtn}= L{n}= e de donde se tiene:

< =L{Dy} =s"L{tn}-sn-IF(0H -snIF'(0+)-...-F(h-'\0+)

— =snL{in}~0-0-...-0 , porlotanto: L{tn]=mn¥l paras>0
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1.13 Transformada de Laplace de Integrales.-

Teorema.- Consideremos una funcién F: [0,00> —R, continua por tramos
y de orden exponencial, entonces:

Demostracion

Primero demostraremos que jaF(u)du es de orden exponencial, es decir, como F
es de orden exponencial =>3 a, ¢ >0, tal que: |[F(/)]<cem,Vt>0
[F(u)du < f|F(i/)|i/« <cf eaudu =—eau/ =—(eat-em)<—em
Ja Ja Ja a a «© a
entonces i F(u)du es de orden exponencial.
*"a

Porlotanto 3 L{i F(u)du} es decir:
Ja

L{Jl'aF(u)du) = 50 e~s‘(\5:a(u)du)dt :/ lim [ e s‘(j‘aF(u)du)dt

integrando por partes.

dw = F(t)dt
w= Jf F(u)du
a

dv =e~adt VT

»

LlFwduy= i © Trwa M+ %sr@ar
{Ja (U) U}_to—lhmﬂn[- S Ja {U) U, 0 ; 0 ¢ () ]
R i 1
=— (0-\F(u)du)+ lim -~ e~"F(t)dt
S Ja t

n—+co S JO
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fo 1§+ 15+ <l 1§
F(«)rf|/+H e~s.Ftydt = 3 e ryat—L Fnat
0

:-S *a
L{\'F(u)du) = - ({F(f)}-- f>{/)/*
Jo i Vo

Observacion.- Cuando a=0 se tiene:

)= _ k)
gr=i0=> =AY

Generalizando.-

E{F £ ... FF(U)rfM.cu} = — (,{F(l)}~— F>(»)<*/-
g

JO Ja Ja

n-1 veces
Cuando a=0 se tiene:
Ejemplos.-
1) Hallar X%fe"'sen/rf/}
Solucién
t 1 r . d T 2s
{sen/} =-5---—-=> ;{/sen/} = --—-- ;{sen/}- ?7—)=
etseny i2+1 clfsenly = —getsen® o (52+I) (s2+ 1)2
£{/sen/} 52 > L{e /sen/} = 20@) f(y)
sen/} =—5-—-r = e /sen/} = - \-mo-- ~f(y
(v2+1)2 [(s-a) +1]
f(s) 2(s-a)

£{J te"' sentdt} - s V(i-a)2+ )2
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Z{t te* senfdi} =- .
V[(v-«r+i]

2) Hallar ¢{f2J tsentdt]

Solucién
(;{senr}:——%—— = L{tsenf} =—"23 -
v+l (i +1)
ex | J il 1 2V 1
L{ tsentdt) =—i{senf}— tsentdt =—(—=  z-)— (eos1- senl)
i iJo S (i +1) i
[ - |
L{tseatdty =—r2eer 200750
(i +D)
d2 tx d2 2 cosl-senl
LIt2fisenidt} =(-1)2—* L>{8tsentdt) =@ , ,
Ji ds2 ds (i+ 1 i

dr 8s cosl-senl™ 8(5v2—) 2(cosl-senl)

GRS S oF + 1 %
I_T{tg (_%( sen tcit} =80y2-1}  2(cosl-senl)
Ji (i +1) i

1.14 Aplicacién de la Transformada de Laplace en la Evaluacion
de Integrales.-

Sea F: [0,400> -> R; una (uncion continua por tramos y de orden exponencial,

entonces.
Ve

D
I e sF(t)dt =f(s), tomando limite cuando s -+ 0,

se tiene:
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limJ e UF(t)dt= lim f(s)
M=>0 0 5—0
T«
de donde ]F(i)dt=f(0) (%)

siempre que la integral sea convergente.
La expresion (*) es Gtil en la evaluacion de integrales.

Ejemplo.-

-at

1) Evalie laintegral

Solucioén
Aplicando la division en ty luego la definicion ¢{senbt} =——— =1(s)
s¢+be
sen bt r+a u M+t ok S
-5 - =\i = = tg— = ta-
L{-i-} =\j(u)du du arcgbljs > arcgb

tomando limite cuando s->a se tiene:

- il S
lim [-H(e « ssnht dt = lim(—- arctg—
i—=u ® t

Solucion
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3)

—)=—r —"r

fsenit = Avi— = S frseniy = ——fsen/¥ = —- (-]
¢{seni} sy+1 At } s ¢{sen/} ds(r D d Ty

23 . R
L{tsent}=—5 5, ahoraaplicamos la definicion de transformada

(mv +1)

f+' s, 2s ) .
J e t sentdt =—;—--r , tomando limite cuando s->3 se tiene:
0 (s2+1)2
. 3 _a ) 2s
liml e tsentdt =lim—5—r-
J-»3 0 s->3 (. +1)
f« 6 3
|l e ‘%sen tdt = —=—
0 100 50

>cos6i-cos4r
dt

Calcular laintegral | = -----------mmmmm—-
». t

Solucién

Calculando la transformada de la funcion.

;{eos 61- eos4/} = 2* —y~77=f (f
a } s +36 sy+16 )

ahora aplicamos la transformada de la division

eos6li-ams4r ™  w u

H { FEU O i3 mee

1 > ] i tm=_ _”,\213_
_[gn(u2+36)]lz|n(t/5+16)],/* ;ln(UI +616*

2 s +16 2 s +36



L{eos6t—cos4i™ _J [n(]V.+ 16}t aplicando la definicidn de traasformada

t 2 s +36
c0s6/-cos4< 1 s +16 . )
dt = —n(—=——), tomando limite cuando s -» 0, se tiene:
t 2 s +36
. fa cos6f-cos4f 1 . v +16 1 0+16 1 4 2
lint | e dt =- limIn(-= )=-In(-------- Yy=-In(-)2=1In-
*.><r0 t 2 i-*0 s2+3 2 0+36 2 6 3
*oocosbi - cosdi 2
i . dt = In(?

1.15 Ejercicios Desarrollados.-

1. Determinar cual de las siguientes funciones son continuas por parte.

2, 0<i<3
?) 1)Y= 4 s

Solucion
vk
Ht) como  lim/(/) =2
4 T -»r
| .
lim f(t) =4
L lim (1)
= h
0 3 t La funcién es continua por tramos .

i+2, 0<r<1

b /()=

Solucion
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F(Of como  limf(t) =3

4
3
2
172
0 1 +l la funcién es continua por tramos .
c) f{t) =e
Solucién

Vite R, f(t) =e” es continua, en particular f(t) =¢" es continua en [0,rj>,
como toda funcién continua en un intervalo, dicha funcién es continua por tramos.

2)  Determinar cual de las siguientes funciones son de orden exponencial,

a) f(t) = sen 5t
Solucién

Como -1 <ssenb5t< 1 Vte R entonces
jsenbr| <1=>|/(r)|4& ].e0 (dondec= 1,4 =0)

por lo tanto la funcion f(t) = sen 5t es de orden exponencial.

5

Solucion

5!
= Iim—;—a; =0 Va>0
t-wee e

Luego la funcion f(t) =t es de orden exponencial.
c) f(t)=senht

Solucién
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3)

4)

34

senh/ e‘-e ' et -1

)i~ im = Jim, (<)

lel
r“>n<1"2( 1ye (a|)/— !g’ﬂ GrWZa+1)_° paral

por lo tanto f(t) = sen h t es de orden exponencial

Hallar ¢{eos2at}

Solucion
Corno eos2at =—(1+eos2al) entonces
¢{eos2 at} ——(,{I +cos2a/} = —(—H— ——-)
s +4a
1 M2+2a 2
=- +T>="
(,{eos at = ( v+4a2 L .-I\—/(.fr+4a )
V+a2

Demostrar que L{t cosh at} = —j-——-j-jy

Solucion

Aplicando la transformada de la multiplicacion por t.

d
¢{coshal} = X = ¢{/coshai} = ¢{coshat}

X -a dx
PitcosHad) = 9 {5y = X2-22:x(2x) _ x2ra2
dx s2-a?2 (x2-a2)2 (x2-a )

2 2
¢{/coshal} =
(s2-a2)2



5) Hallar ¢{-**11}

Solucion

Ae"' ! ~,I__1_I, ————— !-- = i
lsenh i} = L{ A — }=4 e - e booy () ) =)

Ahora aplicamos la transformada de la division.

senh/ fae1 i
L{_t_ H - (CS-----2-7n- ----- 7)dn = JIn(Al D-In(A/+ I)]/J

In(r)) =02 In(— )

senh/‘],\*n |+1

N

6) Calcular L{tncosa/}

Solucion

Se conoce que, €0s/ = \'5 ----------- , entonces
ti (2%

A (-1)* (af)2* R VIRE
eosat = 7( ) (@) => /" eosat =/’ \f()_ __________

ti (2% (2*)!

n S7P *O .
[ eosat = 7, -m-mmmmememmmemeeee , tomando Transformada de Laplace se tiene:

ti (2%)i

00 / *VA 24 #24+#i ® / ivd 24
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Y -HV* (2*+)!
~ (A i2aF¥

e eosaty-5 A CPIGH G

h nsen2/y 1. j2+4
7) Demostrarque L{° ’}:Im(J_ g
s

Solucion

N - 1 = —_ — =
. ¢{1-cos2i} ) SJ+4) f(s)

¢{sen2 i} =
Ahora aplicamos la transformada de la division.

sen21 r#k1l1 u 1 1 , /+0
« T 1ml rt-— i)du i {*u-2Hu +4)l/-

-1 _r/\ _ _ _ -1 N\
WSrVr-05rW <Aiim ~)

8) Calcular L{-?---'E-Q.S..'}

Solucion

¢{e'-cos/}= {e'}-¢{cos/} S E s

mediante |a transformada de la division se tiene;

e-eosi fH0 1 u 1 [+»
1S T e A et = On(ke-Tn(< + 1),
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u—l R vV— Vi2+1
Si-T T -/ -C-I»(7 2 -)-to(2__)
Vm +i Vi +1 1

9) Demostrar que: L{eax}o eaxF(x)dx} = -
Solucién
Sea L{F(X)} = f(s) aplicando la propiedad de traslacién se tiene:

L{ea*F(x)} =f(s-a) , aplicando la transformada de la integral se tiene:

ft i —a\
L{Jloefth(x)dx) =— ,ahora aplicamos la propiedad de traslacion, se tiene:
s

L{e~axf etod(x)dx) =
Jo s+a

% +
1(85 f:()emostrarque 'II_'{cosattcosbt ——I (52 b%)
Solucion
i(eosat- cosbi}= , * 2— =f(s)

s+a s+b
Ahora aplicamos la transformada de la divisién
eosat -cosbt f u u

L{ { 1=l (G533 “ rydu

1 X X 1 X X ZRL +
=[-In(« +a )--Il_n(« +b )1/ =-ln (qp-——- )
¢



38

1 s2+a2 1 s2+hb2

=° 2In<sl T7 TIn(SI+aT)
cosat-cosbt 1 s2+b2
H r 72 rp¢+aY

11) Hallar ¢{J te2,sentdt}

Solucion

= , aplicando latransformada de la multiplicacion por t
i +1

d d 1 2i
fsen<}=- — ¢fsenr} =- — (-j—:) = . 2
edisensy =- o sfsenry =- - Ci) = )
ahora aplicamos la propiedad de traslacion.
>«
{e2jisent}= - - y, aplicando la transformada de la integral
[@~2) +1]

J{f e2tsentdt) =— 2" 22)
Jo

12) Calcular L{te2f'(t)}

Solucién
Sea L{f(t)} =y/(s) = L{f'{t)} =syr(s)-f(0)
aplicando la propiedad de traslacion
{e2Zr'(0) =(i-2M i-2)-/(0)
ahora aplicamos la transformada de la multiplicacién port

L{te2f'(t)} =-~r L{e2f' (1)} =-*-((s-2)W(s-2\-fm
ds ds

=-yl(s-29)- (i-2y'(i- 2



13) Calcular >1

Solucion

lcosi-in = Lie! cosip-gqel 1= b -
L{e (cosi-1)} = L{e cosi}-;{e } i 1)12—+1 i [(-V)

aplicando la transformada de la division

e' (cosi-) f+ u-1 1 1 ,
Uu— Y=L+ -(-In[(u-1> "+ 13-lu(u

= V(«-d2¢i § =@_jh Y924l n ¥ 1
w—1 s §-1 J(s-1)2+1

HEW  -i) }=1In( i-1 )
1 yl(s-1)2+1

14) Hallar la Transformada de Laplace de la (uncion
FU) = iZJijcsenjc<£c+ Joxe2rsen;tii*:

Solucion

L{F(D}= 1 {12i d i xe2x d
{F(D)}=1{ Jltxsenx x+joxe senxdx}
= L{t2J xsenxdx}+ L{J xe2senxdx} ... (1)

Calculando L{t2j xsenxdx} se tiene:

Ixsenxdx =(-xcosx+senx) /' =sent- 1eo0s/- senl+eosl
m |

L{t2f xsenxdx} = £{i2(seni-icosi-senl +cosl)}
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=(- 1)2%2 ¢{seni - i cosi - sen 1+ cosi}
s

d2 1 I-.r2 cosl-senl

o )
" 2er T i T s

d -2V 2)3- 6v cosl-senl
' 2 .3 2

. 2 .27
vovo+ 1) v+ 1) S

6s2-2 36s2-6s4-6 2(cosl-senl)
s>+ bW+ v

{ jfsenjtu'r}-(I2 1)4 ----———--|3 .. (2

ahora calculamos la transformada de L{J x e2xsenxdx}
¢fsenx) = — => Lixsenx] =—7" —-

y +1 (v +1)

aplicando la propiedad de Traslacidn se tiene:

L{e2x senjc}=— A , aplicando la traasformada de la integral
[(3-2) +1]
JAf xe 2x senjrifor} = —L {xelx sen*} = --—-- 4)/_2)_2
Jo s ! VI(y-2)2 +1if
L{[ xe2xsenxdx} = .. 3
Jo if(s- 2) +1)]

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene:

L{F(1)) = L{t2*xsQnxdx\+ ¢(J xe2xsenxdx)



8(5s2-1) 2(cosl-senl) 2(s-2)
(i2+ 14 )3 Mly- 2)2+1]2

15) Calcular zZ{+—'

Solucién
00~ J
Se conoce que [/ ,nx”] - 7,8 [x<1
tx Cl-x)2

®
Anor "AME I +2X+3x2+. X~ +L, si |t <1

»=1

Luego -------- 7 = 1+2x+3jr3+...+«jc"-1+... para x =-e~', setiene
d-x)2

=]-2e 1+3e~2 -Ae 3,+...
d+«n|)2

L{i@%}:) L{1- 2iT' +3e-2' - 4e“3+...}

\ 2 A3 4 + A (-)n(n+l)

j s+l s+2 s+3 fide S*N
eu L ,-yaE “
{ h » »

16) Hallar L
$®

Solucion

Expresando senu en serie de potencia se tiene:
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17)

42

a3 ab a7

sena=a  +-—m—mm—m—m-
3' 5! 7I
sena a2 a4 ub
a 31 51 71
f'senu, r a2 a4 a6 N , a3 a5 ul n
Jo a “ Jo( 31 + 51 71+" 331+ 5JI~7.71+'""V 0
L +L .jL +
33!+55 7. 714"
fsemgpo g B Nt o,
Jo a 33! 531 7.7! 1 s2 3i4 5 7®
11/s (1/s)3 (1/i)5(11)7 1 1

STy s H ) Egre)
r>sena 1

1
du} =—arctg—
Jo a } S gs

Probar que: L{i S™=*dx}=—arctg(-*—)
X S s +3

Solucién

Primeramente aplicamos propiedad de la integral

Mf3s r,f3senx, _r'sen* | . . .
M J( ——dx} =¢flo — =% ~jo—— >Pr la propiedad de linealidad

T r3 sen*

'y senr ,
L0 0= L{( ------- d}L{( W JEY

: L . it gji X
mediante el ejercicio (16) se tiene: ;

1 1
i {1——dx} =~arctg(-) ...(2
Jo x S S



ahora aplicamos la propiedad de cambio de escala.
Si L{F(t)} = f(s) entonces L{F{at)) = —f ( ), es decir:

NN
Si L{‘ SenX dx} = Yarctg——s>L\g sen—dx} —arctg(%
o

Luego reemplazamos (2) y (3) en (1).

I’_{(3 SenXdx}:l—arctg 31 arctg —(arctg— arctg—)
X X S

3 i

1 ~~ 1 2V
= —arctg( r) =-arctg(— )
S 1+ s +3

S 'S

A +
Calcular L{\fx COSXTE X g
X

Solucion

'X 2 +eu*
I_r{}r X 2cosx+e senxd} L{\ (xeosx+ ______ XS E-@Sd’}
0 X

aplicando la propiedad de la integral se tiene:

'X 2 + * f
L{}rox OIS Mg = L{\xcosxdx}+L{\ 3--5-5-‘3-r33(-dx}
X X

aplicando la transformada de la integral



r'x2cosx +e lsenx

I{ dx )—-Il{xcosx}+ L{ ------------ o)

Jo X X

aplicando la transformada de la multiplicaciény la division.

£{xcosx} = —"-Z.{cosx} = — =—7—-V —(
{ } dx { } ds 52+1) (v +1) @)
e 920" L to(u+ 1)
e —}= e senx}= - j— =arctg(u
X Jj J* (m +1)J g
n
= arctg(oo)- arctg(,v+1) arctg(.v+l) ... (3)
2

ahora reemplazando (2) y (3) en (1):

L \f'x 2cosx+e *senx d 1 .\/é-l _I_n 1 ‘ |
=- —_— + R A +
i X %= (G2 iyD T hy AV

Dado una funcion G(t) donde L{G(t)} = g(s), cuando s > a. Entonces demostrar
que para una constante T > 0.

fT
L{G(t +T)} =es,(g(s)- n e G(t)dt)dt,s>a, T> 0.
Solucion
3 o s
L{G(i +T)} :Jlo e~srG(t + T)dt por definicion de transformada.
Seau =t+ T, parat— Q entonces T
t — 00, entonces /i -> oo

L{G(t+N}=JJe s,G(i +T)dt =JJ¢é s(* r)G(ii)dfi

fon fer-
=est e suG(U)du—est[\ e s4G(u)du- \ e~§*G(u)du]

Jt



= [%V " G(t)dt-lg " G(i)dt]=e* [g(x) - Léa "xG(i)<M

G+ 7> =e*[g(x)- I[V*G(OA]

rf ' 1 1
20) Demostrar que L{JO " du)——sln(l+s—)

Demostracion

Primeramente aplicaremos la transformada de la division.

Si L{l-e"} =—-—-—=/(x), entonces

s s+ 1
I_I-e" _rel 1 du=1 u //°°_OI S | x+1_I +
Uy FosGgpdusing Ly =0-Ing InCpa=ing

ahora aplicamos la transformada de la integral.

. l-e™ 1 1 1
Si L U }_In(|+_s)'>°3{3 du]_xln(Hs_)

21) Calcular L{te’j t— (e2>sent)dt)

Solucion

Sea F(t) :E (e2i senf) => L{F(t)} = L{§ (e2 seni)} =xL{e2 senil - F(0)

L{F(O\ i- F{0) = L{tF{t}=- L I{F()}
(x-2) +1 dt
HPOY =~ e 2y200 TOT= (G55



L{F{)} = o525 T = 114 (0% =" (o

[(s-2)2,+ 1]2 [(i- 2) +]]
= e = fEFE(M)<*}=- L{iF(F)}- - fiF(fdi
L{t F(1)) = e 2)> ‘1 L{f fF(f)<*} y L{i F(f)} SJOI F(f)di
W | _5 lra d i
<F(f) Y=-( 7 2)— f /—(e'sent)dt)

s [(j-2) +1] AV

LR t—7)— 3" (21" seni + e eost)dt ()
» [(.V-2) +l] »V

Q. A i 2<[r4a 6sena 2a 8cosa, .8

2teSentdi =e “|— sena cosa+ 1 ..(2)
Jo 5 25 5 25 25
J« 2. 2 2acosa 3sena asena 4sena 3

te eosdt =e [-------m-mme- A A lh—- .. 3
0 5 25 5' 25 25

sustituyendo (2), (3) en ().

t, L s2-5 cosa 1
L lll—'tdlt ————————————————————— asena—. sena h— =)+ —
(rod =4 52+1]3( 5 5 'S,
L{e’(tF(t)dt}’: (1-1)2-3 ; e (asena—2 sena+(-:-9-s--a-)+-----1----
Ja (»-D[(»-3) +1] i-1 5 5 5(v-1)
L{te F tidt wzhzos 22 (asena— sena+ o4t
t TjJ ¥ d L(|-mJ3)2+n2] i-l( 5 5 5(»-I))
»4- 16»3+ 120»2-400j+460 e2a
-------------------- ;———————-H-———-r(2a-5asena-cosa)

if(i-3) +1] 5(»*-1)

SA-16»3+120»2-400.V+460 e2'(2a- 5asena - cosa)
s[(s-3)2+1]3 5(s-1)2

~ L{te' [tF()dt} =

46



°°senu
22) Hallar Ii{ii T du}

Solucion

Sea u=tv => du=tdv, ademas se tiene cuando u=t; v=1y cuandou
—> 00, v —>00ahora reemplazando se tiene:

sen u f* seniv r®sen tv +® ,, f®seniv
, — tdvr L {[ — dv)=l e % — dvyt

n ® .seniv _ 011 -«
1 Oe y dler—leJOe sentv dt dv

f® 1 ®
= —L{senivwWv=_— = - T-dv
i v Ji v\ +v

dv 1 v M 1 it 1
J— F=-arctg(-)/ =-[—-arctg-]
S +v S S s 2 S

fOO
23) Hallar L{\ %udu]

]

w

Solucién

Seau=tv => du=tdv,ademas se tiene:cuando u=t,v = 1lycuandou
—>00, V—>00, ahorareemplazando se tiene:

f® cosu f® cosiv f®eos v
J® N _f®cosivd dt_JfonToo (:osivdtd
i® [jl y v]dt = iu e - ——ydtdv
f® 1 f® o f®1 . f® 1 i
=1 — e cosivdidv= —Z{cosividv=1 —-5 ydv
JI V3o J1 V J V.S +v
dv 1 1 % 1 |l oo/ ®
—1 T (— 2T2”v=-[Inv--In(v +s )]/
\Y\Y; ) 12V V+£ S 2 71
=0— In 1 e=—nvv2+1
i VI+J2 5

47



24) Hallar Z{P—X dx)
Solucién

Sea x=tv = dx=tdv, ademas se tiene: cuando x=t, v= 1y cuando

X *-+00,v 0 0, ahorareemplazando se tiene:

wé >e roo e
J+—dx}:L{\ ----- lavi=L[\ — dv}
X J tv fl v

Jo |, feoP tv fo1l fo
0e [J. dvydi-l - J e-»dtdv
u iv | v

=rll{e" vddv=r - .~ —dv
Ji v{ ¥ fl ]

vV T+V
1fo1 1 1 Vo /x 11 1
= (== )dv =—n- / =0— In——-=-In(.v+l)
sl v 5+v s v+5 1 y 5+1 s
P»e—ir _e—Gt
25) Demostrar que J dt =1In2
0 /
Solucion
i i
Calculando  I{-------------- }, setiene: L{ey-e @}= - /(5)
t s+3 5+6
e 3-e~6 r» 1 1 foo
}=0f (— Jd tInfu +7-Inlu+6)]"

«+3 /‘3>° 5+3
ttf6/ (]'l'éj

A

0 -0
£{ }:-In( ), por definicion se tiene:
t 5+3
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B £ - + . :
| e~ dt = In(------ ), tomando limite cuando s-> 0, se tiene
0 t i+
m 31_ ~6t
limJ e dt = limIn(--—---- )
j—>0 e 1->0 i+3
it -6
, dt =1In2
o |
°%e ;senf T
26) Demostrar que: J dt =—
i 4
Solucidn

Calculando la Transformada de Laplace: L{—n*}.

roo oo n

/ 1 L sent I ¢ tq.2
{sen/}=-j - = L{——}=] ——- =arctgu = —-arctg.”
senf} =-j =L guf =7 g
. fM@e~dl sent n ; o .
({seni} = - dt =- - arctgi, tomando limite cuando s -> 1, se tiene:
li FRD_ senidt li (;r tg.?) n tg 1 n.n
iml e™ . =1lim arctg.?) =—- arctg 1=—- —
0 t > 2 2 2 4
fpe senr T
dt =—
0t 4

sendi
27) Calcular f e a! dt, siendo ay b constante positivas.

Soliicién

Calculando la Transformada de Laplace de ¢{se™ |
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28)

50

rsenAr ° bdu u>n s
= arctg—

domnty =511 = (= By <

ey Mareng

e
0 t
. senAi S
Ilm\] V - dt = /|m( ————— arctg(—)
s—*a t A
senAf r a
I e dt arctg(—)
0 i 2 A
) twe ™t sen2t
Evaluar la integral -
Solucion
sen2i
Calculando la Transformada de Laplace de ¢{— — }
ofsen2/}=j ¢{l-eos2ty=i (i--ji-) =I(r)
sen2i 1r* 1 u 1 1 , [*
I(— )=-1] +4)]/n
1 M [« 1
=7 In—2 =0-71In
4 u +4""° 4 j2+4
sen i 1 i2+4
= }-H
® sen i 1
Joe ‘ d :44n( 5—), tomando limite cuando s-> 1

i“>  senAi x S o .
| dt =—2-arctg(—) , tomando limite cuando s-»a se tiene:

A



T sen f 1. S +4
B dt =—limIn(> s—)
j-»1 0 t 4s->i S
sen21 1.
dt=* In5
0 t 4
“>|-cost n
29) Demostrar que: — dt=—
Solucion

1-cosi
Calculando la Transformada de Laplace L{—p— }

L{l-cosi} =- — £— =f(s)
S sr+l

1-cosi rr 1 u 1 1 la

Ef— — »-J, (--p77)*-n»-jw . +iH/,
-1
2 ir+1 4 2 yz+l

- M+

1-COSI :1_|n(E )

1-cosi > 1 M2 +1 .
1A j— }:5 —In(— j—)du. integrando por partes

1 u2+l n s. w+lI
=-[u In(—y-)+2arctgu] J * J In<~J~) - z2arctgy

aplicando la Transformada de Laplace

e 1-cosi m j,  s2+l1 -
JI e ----t-s— dt 9 ; In(— s—) - 2 arctg.v, tomando limite cuando s -> o
o _ s

51



lim e i i e 2025 - 2arctg)
Im Q~ T e = lim|— n(— -Zarc
B0 - ¢t = ins— 53 i)

/2 2 2
™ 1-cosi T
l 5— rfi=-
> {2 2
; cosu-e“+sen«
30) Calcular laintegral J  --------- —----- — du

52

Solucion

cosu-e" +senu
Calculando la transformada L{

| 1

; {cosu-e" +senul = + f (s

al j2+¢] w1 j2+I ©)
1 B u 1 1

Lt -}_55 (/_3-:_]__ «- |T+ U%_-i_-“ du

=|7-In(u2+1)-In(«-I) +actgu|/” =["In(
2

n. 1, ,32-_+1 .
=(0+-J)-yIn(-— jp-) +arctgj

T e . o
é{P_l@_]?__? g, _ N L In ¢ j2rl -) +arctgs

sZ-ls+\

definiendo la Transformada de Laplace

-“ +1 )+arctgu]/ "
(ti“ 1



e cosu-e" +senu k 1 vt |
. du=— In(-5 Jrarctgs
o u 2 2 V.-2wl 5

tomando limite cuando s—0

_tr cosw-e"+senu n 1 i2+1
lim_ e du- lim[—- —In(-5 )+ arctg ]
1-»0J0 u »0 2 2 vV 2v+1

[cosu-e +sen«d n 040 n
______________________ = - +0 =—
U = 2

31) Demostrar que:

Pog-sti-cost g K —In(— )-.2arctgs
Jo f2 2

Solucion

£{l-cos/} =- — 3 — =1(s)
S sr+l

i }:JI;Q(Ii/I «271)* —[In(«)--ln(u2+])]/

- g G

1-cosi

L }—- In (—y )—9(5)

In (—u5— >integrando por partes



32)

33)

54

1-cosfi 1 U2+1 >
d—~2— 3= In(~~T~)+2**8l/,

(;{ﬁ- cm_ —+—|n (— )- 2 arctg s .definiendo la Transformada de Laplace

@® 1-cot n s
\be —2—dt——22—n\]_—|_1) ’2arctg.‘l

00
Evaluar la integral E te™ sentdt

Splucion
- d T_t . 1,1. 2s
¢{iseni} = fseni} =- — (-y—)= —-—--
ds ds s "+1 (v +1)
aplicando la definicion de transformada
(Dte--s-'--sen tdt = —:gJ ——————— tomando limite cuando s-+2, se tiene:
0 (y +0
L1

liml e >sentdt: Iim—;23 r
i-»2 0 s-*2 (s +1)
i e sentat=% =2
0 M 25

. *pE A cosi
Evaluar la integral jo ------- ---— dt

Solucién



34)

L{éT2 -cost}= s_-llé_ T =f(s)

Inu+2)-"In(m2+1)]/> [J=0- In(-i" 2

Lin )L( )]2tr+1's 2(+1)
1 N

=—In(-J ), aplicando la definicion de transformada se tiene:

2 V+4s+4

r--* (e~2f~cosr)df 1~ i2+1
Jo t 2 i2+4i+4

fim st g6__-e0stdt = 1 141
->0J0 S r 2*>0 i +4i+4

~2_ 1
rxe COSIrf/:-I’nZ’
Jo

o
Evaluar la integral j e~ 'tsenh tdt

Solucion

d d i 2s
L{tsenh/} = ds ¢{senhr}=&{%5_ i):z?z_ )2

aplicando la definicién de transformada

2i
senh tdt = lim—:------r-, tomando limite cuando s—2

f i->2(i - 1)

te 'senhtdt = 7/m- 2
0 J>2 ~1)

ie_2f senh tdt =
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1.16 Ejercicios Propuestos.-

1) Demostrase que /(/) =t*, es de orden exponencial cuando t->*>; Ve R.
2) ¢Lafuncion f{t) =t' esde orden exponencial en [0,+00>?

Rpta. No es de orden exponencial

3) ¢Es ['(i)=/sen- continua por tramos en [0,+00 >?
t

Rpta. Si es continua por tramos en [0,+00 >

4) ¢Cuales de las siguientes funciones son continuas por tramos en [0,+»>?
Razonese la respuesta.

i+1 s t-2
a. /(0 =— b. flt)y= 2—~
i-1 i =2
C. f(t) =ey d. /() =12
Rpta. a. no es continua por tramos en [0,+00 >.
b. 'es continua por tramos en [0,+00 >.
C. no es continua por tramos en [0,+*>>.
d. es continua por tramos en[0,+00>.
5) Demostrar que paracualquier numeroreal a, F(t) =emf(t) escontinua por
tramos en [0,+00 >, siempre que f lo sea.
6) Demuéstrese que las fimciones dadas son continuas por tramos y de orden

exponencial en [0,+00 >
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1 eoskt 1—s
a. fU) =tncosto b. f(t)— c. (1 =" /
1-senfo n . cosr-cosh/
d /(/)=--—- . e. f(t) =t cosh/ f. [(]) = -
X
7 Demostrar que el producto de dos funciones continuas por tramos en [0,-H» >

es una funcion continua por tramos.

8) Hallar la transformada de Laplace L{F(t)} si:
a. f(t) =t2eos/ b. f(t) =tZ' eos/
c. f(t) =(2t-3)e~ d. /(/) =3e~'cos2/
253—6j B 2s- 13- §s- 1)
np,,... Iw -~rnijr *e Iw - [(,.,)i+1r
~3e% 3s5+3
¢ M= 54 A 108 -5 7357
/\/\2 N
9) Demostrar que Lit2sen/} = —f-— r
(s2+ 13

10) Demostrar que ;{eos3/}=  S"S +*

+9)(.r+ 3
) 6j4-36j2+6
11) Halla ¢ (r eos/} Rpta. f(s) = 3
G +)
sen2/ eos/ 1 / +9
12) Halla ¢{ } Rpta. f(s) =-In(—--)
t 8 s +1
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13)

14)

15)

16)

58

cosa + y.sena

Halla ¢{sen(a +/)} Rpta. /(.v) =-
s2+1
Calcula ({eos2 A’} Rpta. /(.v)=V + ™
2's s +4h
Demostrar que:
I C b.  ¢{senh2(ai)} =
s(s2-4a2) i(12-4a2)
V2+2a2
¢{cosal,senat) :i( a_) d. ¢{cosal.cosa/} = —--—-—-- -
s +4a y +4a
¢{senh (al).sen (a/)} = —m f ¢{senh(a/),eos (at)} =
j t+4a Y+ 4a
Hallar la transformada de Laplace de F(t) si
F(t) RN b F(t) =te’ d (sen2/)
~ . =te’ — (sen
U,/> ot
0 , rey
isent < In r T
F(t) “10, /> 2n ;+(0 = eos/ ,?<t<—2
3t
0] >y
, 1<2
3i,24/3 -3/
4 3</E4 f. F(t) =e l)/eos4tdt
0 ,t>4
_d, f o o[-
F(t) = dt&l e ' cos3tdt h. F(t) =te (exsent)dt



17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

Si / (i) = L{f(/)}, demostrar que para r >0

Gs2- 20~

Demostrar que : L{t senbt] =
a t ] (s2+b2)3

,_senf 1
Demostrar que: ¢{ X }=arctg—
s

Calcular L{F(t)) si:

F(t) =e *JtsenZtdt Rpta. F(s) =
(®) P (s) (i2+61+13)2
sen2r s+3
F(t) =e - Rpta. F(s) =arctg (—2-—)
t
Caﬂcﬂllar L{]/ -------S-e-[]-g-' Rpta. F(?) :Zi(g arcth;?")
3i 3 1 1 3
Halla L{sen I} Rpta. /(s) =—arctg arctg. (45
t 4 s 4 S
Sugerencia: sen3t=3sent- sen 3i
Halla L{(em—ett)z} Rpta. /(.?) = In( (s—a—b)2
(s-2a)(s-2b)
Halla L{sent+sen et ¥ Rpta. f (s) —larctg 11 arctg( 3 )
1 ' 4 i-1 4 i-1
Evaluar ¢{sen kt.coskt] Rpta. f(s) =—---—-—-j- ,i>0
i +4k
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Halla L{Fm.0F (t) =e*\'t eos4tdt Rpta. /(.vV) = -—-- v

0 0-3)[(.r -3)2+16]2
Hallar Z,{F(/)}si:
F())=1yye iysen2rdr b. F(t) =rfj re 3isen 2tdt
f/ sen 2/ meos 2r
F(r)=e | dt F(r) _ d - dt

Halla L{F()} si F(t) = ((ssgrthosr ’ téﬁ'l*z

3ir
eosr . <<m

Halla L{F(t)\'si F(t) =- ?%rr

cosr+senr , t>m

Halla L{F(r)}, donde:

tcosa(t-a) , t>a
F(t)= <b ,a constantes
0 , t<a

Calcular L{)2"L du}
Jo u
Calcular L{------------ }

Hallar L{e ' cos3r.cos4r}

Hallar L{(t + a)n}, n es un entero positivo.



35)

36)

38)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

¢ a a a 1
Rpta. S) = «! (-=—=mmmmm-- +
P () ((n—l)!l' (n-2)Lr2 ... 1is9 s
el .., . sen2u did
Calcular L{Bo e Io é ﬁ jda}
Calcular ¢{i/i“ miV} 37) Hallar ¢{senai.eos/)/}
docf
Hallar L{ea sen2/>} 39) Hallar C{Er- Joe eos3tdt)

Calcular L{e3t3sen2/}

(-D7r@Bn+y2
Calcular L{-Jt e 0 s |/ Rpta. f(s) ="
¢S (Zn)\samo
, 2, V'(-D"*1(4n-2)!
Demostrar que: ¢{sen/ }:(,"( n) _l(n, a~)~
b4 '2n #¥s

Demostrar que:

Af ViOdidty =-y +m4 f1()dt+73/(0

Demostrar que:
L{F'"(t)} =s3L{F(t)}-s2F(0)-sF'(0)-F"(0)

Demostrar que:

2/ rx flysenz

Calcular: (.’{Jo (JO (JO , dz)dy)dx}
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47) Demostrar que: L{ Sén*>}=" (-1)
1+*-"" S (r+ta«)2+¢2

48) Calcular  Z{—f eaF(—)dt] , a*0. Rpta. /(r) =-<p (sa-b)
a Jo a S

49) Demostrar que:
f'f* fysen 1
{Jojo J dzdydx} —rarctg(--
50) Demostrar que:
sen v 1 (a- Dr .
L{ —dy\ = —arctg 12) donde “a” es una constante positiva.
I v s s2+a

51) S L{F'{n} =arctg(x) , FO)=2, F'(0)=-1. Hallar L{F()}

Pat roo et -e -2v

52) Calcular L{)0 }jl’ (-------u- ------ )dudx)
Rpta. f(s) :% |rr(-2-£--r+a)f1
53) Hallar L{s_emy} — Rpta.f(s) =— Jlm arctg( —)<|u
i1 >.<JJ 3/2
54) Calcular r‘e_A sra* dt Rpta. f(s) =arctg (—1)
r2
55) Calcular la Transformada de Laplace de:

L{te' f z-r-(eZsenz)dz}
*a Clz

56) Demostrar que: L{JFOEt OalEe F(u)du dx} = - —aF IT(—5-+ 1)
57) cosat-cosht 1 dj+1D2+/>2
) [ =B Gy
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58)

59)

61)

62)

63)

64)

65)

66)

67)

68)

,, senu arcl(2/s) S

Calcular« £ ,«-'<— )*> *>«o
[2 px *2 ggij 2 4 4
Demostrar que:  L{\ dz)dydx) =-T arctg(-
a {Jo Jo (J Z ydydx) S g(\)
senu 1,1
—¢~du\ Rpta. /(*)=-arctg(--)

CalcularL{ff AN dudu) Rpta. f(s) :-Larctg(--l
s

rbl fax j*ooe ~" ah2 S

Demostrarque: L { J —-dudydx} =—5-In(— +1)

rt r-x f-y senzZ 1
Demostrar que:  L{JqJq Jf ( ~~)dz dydx} =- "3 arctg (

Demostrar que:  L{ (— )" zdydx} =—£ arctg (- 5
r& cos3z-cos2z
Calcular  L{) = --ememrmmemeeees dz}

1. .i2+16.
Rpta. /W -2jb (j2+36-

Calcular L{f'ez (elzsenz)dz]
Jo dz

Rpta. /() = 1 1 (i-12-5

Demostrar que:

5 120
Demostrarque: ¢ (atar

(i- 1)[«1 3)2+1)2"
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69)

70)

71)

72)

73)

75)

77)

78)

79)

80)

81)

64

Si L{tF()) =— A-—-. Hallar L{e ‘F(2t)}

s(s +1)
Rpta. f(s):ln((y-('l;+2|2)+]&'/4)
Lo a+w SEN3U
Si existe, calcular «'L‘ edu)

Sin derivar y usando solo las propiedades de Transformada; calcular

d (*sen2u

Calcular Z{/" sefiar}, si nez; y ne R,n>-1

e~4'eos/ 1- cosh/
Caleular LY | ~Z3T" 74)  Caloular {2}
e sen2/,

76) Calcular L{

d e bsen2/

Calcular 1{/ a( ------ : 5-----)} sin derivar.

Si L{F(t)} = H(s), calcular £{J dvj*F(u)du)

. . . iv.d 2
Solo usando propiedades sin derivar calcular L{e' tI (e~ sent)dt)
"y

' d 2
Calcular L E — (/e )dt), sinderivar solo usando propiedades.

Sea [0,00> -» R una funcién de clase A. Si L{F(t)} = <p(s), calcular

1
Lited el aso.
a a



~82)

85)

86)

87)

88)

89)

90)

91)

92)

Hallar L{2 + |t - 2\)

iseni4 1
Demostrar que I{e ----t---}:arctg-(-,---i-)
J_

ly ogn 7 1 2
dzdy] =— arctg (—

z S S

Evaluar si existe L{th e~2‘(se?-2-)rf»}
u

2
Sean a, b,u,v y A constantes, probar que:

L{at u+bt~v}=A(as~u+bs~v) «+v=1y A =xfrcscfi
Hallar Gna férmulapara: L{r*senai},a>0.
Calcular « 12 cosudidnw<ly}

Hallar la transformada de Laplace X{*2Jinsenwd«+ «e2*senudu]

tn-1
Hallar L{I -}, donde n esun entero positivo.
-e
®
-1
Rpts. f(s)=£ (1!
t=o (i+
. seni
Determinar la transformada. ¢, (y )
1l+e
(-D;
Rpta- /(i) =2Z ; 2
e' sent
Calcular L{~----—5}
(1+e )
~ (D" n

REta' Hs)=y (s+n-2) '+1
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93)

94)

95)

96)

97)

98)

99)

100)

101)

102)

66

-1 ~It

e —e
Calcular L{~ ~» —}
+c -e -e
Rpta. f(s) =Y —r-Y —r
fo(i+") ,=o(i+2")

t
Calcular L{— jir
{e o) }

Roa. f(s)ymf r + M I-

[20(S+2«+ 32
Hallar Z{/3tgh(/)}
V- (-1>"6 v (-1)"6
Rpta.f(s) =V m =m X — — ey
~(s+2«)4 ~(*+2«+2)4

eA sen/
Calcular L{-------- r—}

(I-e )

Calcular ¢{i”122/)} si F(/) = n *
Vw -=0 2» + )«!

N
Usando propiedades calcular la transformada !{/(;jt_'ild_f (—Ster=]2—/)dt)
i

Usando propiedades, calcular la transformada  £{e3,J |cos<u «|du}

‘d
Solo usando propiedades, calcular la transformada L{ L(l)_dt (/" senat)dt)

, f'senu arctg(i+2)
Hallar L{e 2'~ —;~du} Rpta. f(s) =— A

Sea F(x) una funcién real, definida por:



0 , si xe[0l>

f» e' -eX+senxt2

F{x) = e ydt , si x e[l,2]
Jo t
0 . siox >2
Hallar L{F(x)} Rpta. f(s) =3 £O+ \n2)(e~s - e~2s)
Hanse TE2SYy Rota,  f($)'=—S=—
103) aarf pla. f(8)'=—
104) Si I|rr~3 t>a , calcular I{/J‘Oe A+F{y)dv}

105)  Calcular la transformada de Laplace de la funcion

I'-1i]J]  si [liV es par
F(t) == o _
UH-UM + i@ si [I'] esimpar

106) Calcular L{n{t +ay 12} sug. Esun el binomio de Newton.

) t- NN si |plJ es par o cero
107) Si H(t) =' ) i
-[If+ 1 si [Ifi] es impar

re
Calcular L{te ‘..0 alH(u)du}, a>0

(t-T1iD2  si [I/] es par o cero

108)  SUGO= | 1tz si [l es impar

Calcular L{tV zrzét-(JioG(u)du)}

109) Calcular L{"— (te"' )dt}



cosat-cosbt 1 (s-I)2+br2

110) Calcular L{ } Rpta. /(.v) =-In(
te' 2 (s-ly+a*
f' ,, senu Vv 1 1 1
111)Calcular 1le du) Rpta. f(s) =— arctg( )+ e —
0 u - S -1 i(+(i-1 )

1
i-it [ix | _e~y

112)  Calcular L{\ dydx)
Jo Jo vy

113)  Calcular L{t32eosat12} Rpta. / ()=Jd~ell,s>0
114) Calcular II{E?-:EP--S---} ,a,b*0

115)  Calcular
,d2r
116) Calcular L{te ~jT]0e cos4tdt)

117) Calcular L{te' "fa tﬁ (e2 sent)dt)

118) Calcular L{te@ senhVF}

119) Hallar la Transformada de Laplace L{tJ -------------- dt}
120) Hallarla Transformada de Laplace L{te~2 cos3i}

121)  Calcular L{t"s&nxdx)

122)  Calcular L{e~' (2 senh21t-5 cosh 2t))
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Calcular L{t] e 2 se” 2fdt}

L{ir e-j,«3r

Calcular
Jo /

WDE_I -e ~it

Evaluar la integral JO ............. dt

. fa>sefior -cosbt
Calcular laintegral | -------------—-—-- dt

fm AN
Evaluar la integral J te ' eostdt

iV rt senh/.senfi n
Demostrarque: | e - dt- —
Jo t 8
-JIt sendr.senf n
LI dt =—
@ t 8
2
farsen 't n
Demostrar que: | — 5—dt =—
r 2 -
Demostrar que: JKRD'[e'“j!te'it sentdtdt =
2%
Calcular la integral f(De:)' e cos4tdtdu

> t

) ro rtl-e “
Calcular la integral e — -— dudt



11)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

70

r-' i senu n

D t : dudt=—
emostrar que J/:on:oe o odu 7
<’Cosh2i-cos4f 1
Evaluar J ---------------m---- dt Rpta. —In4
Evaluar Tmtze_ﬂsentdt Rpta. 22
0 125
4
Evaluar ¥ te 2rsenhtdt Rpta. —
fre?' -cosi
Evaluar J -------------- dt Rpta. -In2
0 t
s . 2
» , 1-cosni ntc s S S
Le —— Ot = - H— In(~5----7) -«.arctg (),
f2 2 2 i +n n
+ f+» 1- cosni nn
V«eZ vycalcular j—di Rpta.
Usando Transformada de Laplace calcular Jfoo JO(u* )du
q
fcce -e .
Calcular J  --------- 5eemee- dx, usando Transformada de Laplace si a, b > 0.
0 X¢
f» senx + cosjc
Usando Transformada de Laplace, calcular ] dx, 0<P<1
X
K 1 1
Rpta. --------(—--=—+-—5—4), 0<P<1
ZT(PL senPN  gosPN
2 2
e** mJn 1
Calcular i'"e at\ 'dt Rpta. Z-
0 2ya 2vn



21)

22)

23)

24)

27)

31)

33)

*ee0s0i - cos4f
I ------------------ dt Rpta. In(-)
. C'send<-sen2i
Evaluar la integral J -dt Rpta. 0
C' a2t
Calcularel valorde J te™ eostdt Rpta. ?5
D eosnt)dt —Sl 2 tg(-)
emostrar que ——-)dt=— +—In -n.arctg(-
| 1 r 2 s?+n? n
J | eosnt _nn
o 1 i
il |, sen fosent senat
e~ — 5—dudt 26) Calcular J -------m-m-mm-- dt
0 J u o] t
e
Calcular Ji -dx 28) Calcular J tle lsentdt
v
» Sen tx fi® x
!) dx 30) Calcular n-~ .
‘ ¢ 8-ic)
A dx 2 2 12
Calcular |—= === = 32) Calcular J (4-x )" dx
Jix-W-x)

Calcular Jf02(4 -x 2)m dx
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CAPITULO I

2. FUNCIONES ESPECIALES.-

2.1 FUNCION PERIODICA.- La funciéon F: R -> R, se dice que es una
fiincion periddicasi 3 p > 0, tal que:

F(t+p)=F(t), Vte R

y al menor nimero p > 0, que satisface la condicidn de periodicidad se denomina
periodo de la funcién

Si F(t) es una funcién seccionalmente continua a lo largo de un intervalo de
longitud Py de orden exponencial, entonces su Transformada de Laplace existe y
es la integral de cero al infinito.

2.2 Teorema.- Si F: [0,4+00> -> R, es una funcién continua por tramos, de
orden exponencial y periédica con periodo P. Entonces:

[Pe aF(t)dt
“(o} =Jie-p
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Demoitraclén

Como F(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces 3 L{F(t)}

T+a> P tIp i3p
I e~s,F{t)dt =J e aF(t)dt+ 1 e aF(t)dt+1 e sIF(t)dt+...
o} o} p “2p

Como F(t) es una funcion periddicacon periodoP* 0,entoncesa partir de la
segunda integral se tiene:

t=u+p, t=u+2p, t=u+3p,. . entonces

L{F(t)} = Jio* e suF(u)du+ Jip2Pe~s(u+p)F(u +p)du +
+ J[ZiPe~s(er2b)F(u +2p)du+ J;34Pe~s(u+ip)F(u +3p)du+...
P P

= iOPe-suF(u)du +e~p [OPe~suF(u)du+e :ispJ[Pe~suF(u)du +oen
* * 0

=(\+e~sp+e~2p +e-isp+...)[Pe~mF(u)du
L{F(t)} = (I+e~** +e~2p +e isp+...)jPe "uF(u)du ... (1)

pero se conoce que: ~L- I +x+Xx 2+..., para [fc| <1
1-JC

Luego Il+e ip+e~2sp+...=--—------- eee(2)

por lo tanto al reemplazar (2) en (1) se tiene:

um } = j"ileSUHudu

\ Pe s,F(t)dt

o L{FU\=~-——
l-e p

73



74

Ejemplo.-  Hallar la transformada de Laplace de la funciéon que se muestra en la

figura.

Solucion

La funcidn F(t) del grafico es periddica de periodo P = 2 es decir:

Fi= L 0TS g r, vt
T omlsi-l1<i<?2 - '

\Pe~"F{t)dt fZ” F(t)dt
L{F(h} =" J°

\-e~p> l-e7%
[ e~siF(ydt+ PE-*F(tydt Pe-adt+ Pe-adt
2 "

l-e l-e

e~2%-2e *+1 (l-e'™)2 ex-1 _1t

i(l-e 25)  s(l-e 2) i(l+e *) s(e*+1) ()

L{F()} =itgh(i;)
S 2



Ejemplo.- Hallar L{F(t)} donde F(t) es la funcion periddica que se muestra en la
figura.

La funcion F(t) es periddica, de periodo P = 1, donde F(t) =t, para0 <t< 1y
F(t) = F(t+ 1), V't su Transformada de Laplace es dado por:

i Pe~s,F(t)dt f e stdt
Jo

0 i
L{F{t)} = = [-- .
o 1- e~ps i-es l-e” i s2 M/

l-es s s2 s2

L{F()} =% -
s¢ s(l-e s)

2.3 Funcién Escalén Unidad.-

A la funcién “Escal6n Unidad” llamada también funcion unitario (OMEAVISIDE
es denotada por n(t- a) = pa (i) y es definida como:

0 si t<a
, 20

su grafico es:
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nijLi(t-a)

g 0 seti 0si i<O
n =0, se tiene: t) = u(t-Q) = .
cuando a se tiene ,L\ng) u(t-Q) {(1 si 130

su grafico es:

La funcion /ua(t) es continua en <0,+00>, a pesar que na(t) tiene un punto de
discontinuidad en x = a, la Transformada de Laplace de fx(t-a) =fi, (a) es:

fo° - . o0
UVa(l)}:,;O”e “ti{i-a)dt=) e *fi(t-é)dt+}z; erfiit-aw

r+» . e st /+m®
=0+J)] e j¢(i-a)=) e dt=—"—+ para sX)

. »
= _"[0-e~af]=2
S S

L3

L{n(t-a)} =—



Observacion.- Toda funcion F puede ser trasladada “a”

unidades a la derecha del
punto a.

La funcion F(t)=sent

0 si t<0
H(t) = .
sen(t-a) si t>a

En general dada una funcion F: [a.+00>»R, se puede trasladar a la derecha, de tal

manera que la funcion valga cero en [0,a> y se define

la funcién
G(t) =ti(t-a)F (t-a).

Observacién.  Si L{F(t)} existe para s > a > 0, entonces podemos Calcular
L{n(t-a) F(t- a)}enfunciénde L{F(t)}.

i) Teorema. Sea F: [0+00> — R, una funcion de clase A entonces

L{n{t-a)F(t-a)} =e~asL{F(t)}
Demostracion

7



Mediante la definicién de transformada.

L{/z(t-a)F(t-a)} = Jo e s'/i(t-a)F(i-a)dt
= Joe s'n{t-a)F(t-a)di+3a e sn(t-a)F(t - a)dt

F(t-a)di (1

Sea t-a=z=>t=a+z

fi=a ; z=0

para fi ->0; z—w

. (2
reemplazando (2) en (1) se tiene:
L{A/(i-a)F(/-n)} = Saa e-"F(r-fl)di :J‘GV s<a+z)F(z)dz

A P =e"<th+)°°e"F(t)dt:e L{F(D\

L{n(t-a)F(t-a)} =ETafL{F(1)}

1) Teorema. Sea F:. [0400> -> R, wuna funcion de clase A entonces

78

L{n(t-a)F(t)} =e-aL{F(t +a)}

Demostracion

Mediante la definicion de transformada se tiene:

L{n(t-a)F(t)}=i e~afi(t-a)F(t)dt

\

= fO e~sfi(t-a)F(t)dt +,£ e~s'n(t-a)F(t)dt

=T cemirF(t)dt .



Sea t=1z+ a cuando [r ->+00 ; 7 —»+00 .. (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene:

E{/i(f - a)F{t)} = Jfo'l't08~s‘F(t)dt = (f+2F(a +2)dz

0'0

=e {)ﬁe'azl'}CZJr‘a)vd]z
e " JfOTMe~a‘F(t+a)dt:e asL{F(t+a)}

~ L{ti(i-a)F()} =e-asL{F(i +a)}
Observacion.-

Sea F: [0,400> -> R, una fimcidn de clase A, tal que:

FL sy e
Luego la funcion F(t) se puede escribir en términos de la funcién escalén unidad.

F(t) =F, (i) + (F2(i) - Fx ~a)
Generalizando; Si F: [0,+00>-> R, es una funcidn de clase A, tal que:
a la funcion F(t) se expresa en la forma siguiente:

Fx(t) ,sio< <«
F2(/).,si a, <t<a
, Sl a2<t<a

A(Oy'Sii>a>>-i
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Luego a la funcidon F(t) se puede expresar en términos de la funcién escaldn
unidad.

F(t) = Fx(t) + (F2{t)-Fx{O)ti (t-al)+(F3(t)~F2t)fi (t-a2)
+..+(Fn(t)-Fn_I(t))n (t-an}j)

Ejemplo.-  Escribiren términos de la funcién escaldn unidad, la funcién.

jr , si O<t <2

F(t) = 14/, sit>2

Solucion

Ejemplo.-  Encontrar la Transformada de Laplace de la funcién que se muestra en la
figura.

Escribiendo la funcion en términos de la funcion éscalén unidad se tiene:

F(t) =k[n (t-a) - n (t-b)] ysu Transformada de Laplace es :

k & ke
L{F®} =k L{n (t-a)}-kL{/x (t-b)}=—rr-—r—
S S

L{F(t)} :-S(e~as- e bs)
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Funcion Impulso Unitario 6 Funcién Delta de Diroc.-

Consideremos la funcion fe (0, definido por:

donde e > 0, y que es muy pequefio. Su gréafica es:
i
W)

A la funcion fe{t), asi definida se le denomina funcidn impulso, y cuando

e -*0, la altura de la regidn rectangular sombreada crece indefinidamente y la base

decrece, de tal manera que el area siempre es igual a 1, es decir:

A=\g'U)dt=\

a la funcion 8(/) :g_Tofe(t) se denomina funcién impulso unitario o funcién
Delta de Dirac, otra forma de definir la funcién 8(t) que frecuentemente es

empleada en electronicaes: 5(0 :él%i(n ®-n(t-e)



2.5

82

Ahora calcularemos su Transformada de Laplace

L{f. (0} = )) - STADE=V -/, (0 * + LV '/ {0 *

L{8(t)} = 1, ademas L{S(t- a)} ~e"

La Funcion Gamma.

Es una integral paramétnca definida por:

r(n) S:jo ji” le udp

Esta integral es convergente para valores positivos n > 0, y para valores negativos
n exceptuando los valores -1,-2,-3,-4.,., a la funcion Gamma también se denomina
funcion factorial y se aplica en las ecuaciones diferenciales que admiten soluciones

por series infinitas.

Su representacion gréafica es:



En la siguientes tabla se indica algunos valores de T(n) donde 0<n<1,

calculados segun (1) mediante series infinitas.

N 01 02 03 04 05 06 07 08 09
T() 95 459 299 222 149 130 116 1.07

La integral T(n) = o le tld[i, no define ningin valor n = 0, pero define los

valores de T(n) para todos los nimeros reales de la siguiente forma:

r(ny=(n-Nr(n-1)

Propiedades de la Funcion Gamma.
r(n +1) = «r(n), Vn>-1
Demostracion
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Por definicién de funcion Gamma se tiene:

rn+)=i e ~ " =1 [jne~Idii= Ilim P u'
o)

<0 p-++00»0

integrando por partes:

= \dw =n/jn~1dn

[dv = e~udn | v=-e~%*

r(n+1)= Jim{-fine  B+n)y n-le-fidi]

m+W

= lim - p ne~ p+ I|m «I pn eudp:0+V\G| p e~
[o]

p~>+0

.r(n+l) =nr(n)

2. r(n+l) =n!, Vne Z+

Demostracion
Aplicando repetidas veces la propiedad (1)
T(n+1) =«r(n)-n(n-Dr(«- D =nn- D(n- 2)r(n- 2)
=n(n-1)(n- 2)(n-3)...(»-(«- D)r()

=n(n- I)(«- 2)(n- 3)... 321 T() =«r(l) =« sr(n+l) =»
Ro fo@
Observacian. T(H= 1o = 1o e Nrfu=1
er(i) =i
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oo 2 y7i
2.7 Teorema. Demostrar que: e“ du=-2~

Demostraclan
H . =) e P — Y o 2
Consideremos: /TJ Jo e *dx Jo e ydy

ysea/ = lim lp, el valor de la integral.
p —

Luego 1 2P :(joRe X dx)(.)OPe y dy) :%Pi!:é Xy dxdy

12 = \]\]e (x +y Wdxdy, donde Rpes el cuadrado o ABC, de lado P

Sea /7] la region en el primer cuadrante, comprendida por la circunferencia de
radio P. es decir : J\]e~{x +y )dxdy y sea R2la region en el primer cuadrante,

JJe(*'+y

2

comprendida por la circunferencia de radio -JIP es decir:

Luego : \]\]e X +y *ixdy <12 < \r\h dxdy

R 2
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por medio de coordenadas polares (r, 6) se tiene:
(P r2 , t )
J0 % e rrdr)de<I2p” o (jV rdr)dQ

rAi-e 42 2 r/2\-e-2pl
o 5 o<l B = , e

—(l-e™" )</% <’jd-e"5f¢7),

4

tomando limite cuando p—+», se tiene:

lim —(l-e p )< lim 120 lim —(l-e~2p )
P~*+®D P4 4

p-fQO4

n_ 2 it ) ifi

—4a | <— dedonde setiene | = -—---
e Vo V*
",

Ejemplo de aplicacion.

1 r-
Demostrar que: T(—) = Vtf
2
Solucion

Por definicion de la funcién Gamma se tiene:

r+» , 1 K i e L
- . — 1 - Ti~Na~ I
n»)_lO Mn e , de donde: r(—2)—JO /iT e udyi= jo H77e udii
Sea n =x 2=> dft = 2xdx
cuando x—0, j =0ycuando Xx->+o00 fx =+*
1 f i/, r® , 2 flo 2 Sj
r(-) =1 i epdfi=l xe xdx=2\ e dx:2(-—J——(—)—-Jﬁ
17 Jo Jo 0 2
1
2
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2.8

2.9

La Funcién Beta.
A lafuncion B:RxR+ —» R, definida por la integral

B(m,n) :Jfo ldn

donde m >0, n> 0, se denomina funcién Beta.

Propiedades de la Funcién Beta.
B{m,n)=B{n,m)
Demostracion

Por la definicidn de funcion Beta se tiene:
B(m,n)=
(m,n) I

fi=0,z=1

sea Z =1- n =>dz = ~djj., ademas cuando
X — 1 ,Z—u

B(m,n):Llnmi(l- fi)” 1dn :-5|°zn-|(|-z)mldz

= .]foZ" '1(1-z)m1dz = B(n,m)

B(m,n) =B(n,m)

_reQ.r(n)

r(m +n)

B(m,n)
Demostraciéon

Por definicion de la funcion Beta se tiene:
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B(m,n) =[V -7l -ti)n-ldti

sea g(t) :Jf iT x([-n)n ldfi, calculando su Transformada de Laplace se tiene:
o

por el teorema de convolucion.

i(F«»-rwn», -rMrw .-i
Smn I (r0tn)
9(0 =,V 1(1-A0 "-1du :r(m+n) [ mi
Jo r(m+»)
r
s = T
T(/n+n)
{ﬂ sen 0.(:052«_I 0 doO =I—B(m,n) :_r_(_[r_1_)__r_(_r_1_)_
0 2 2T(m+n)

Demostracién

De la propiedad (2) se tiene:

Jo T(m+n)

2
sea z =eos 9 =>dz=-2 eosVsen QdO =>sen0cos0d0 = -

cuando 9=0, z=1, 0=y, z=0

Jrsen2'-10-cos2-10 40 = .ir’]‘seann'Z 0.c0s2“20.sen0.cos0 ¢0



t'A
= JI (1-cos20ym- (e0s2 8)n I xnQ.cosQd9
(¢]

_ 1 f°& )«1 n-\, 1J>(1 Zvml n-1y, _18(m’ny:_T(m?r(n)
21 2 2r(wi+n)

1 N
wlPsen  0.cos 2 Bdd =—B(m.n) _r(mr(n)
2

2.10 La Funcién de Bessel.

La ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

tly" (O+ty'(t) +(t2- pAy(t) =0 ... (1),
se llama ecuacion diferencial de Bessel de orden p, conp >0 .
Ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias al rededor del punto t = 0,

el cual es un punto singular regular.

Seay(O =tp” lantk ='£dntk+p , p7>0
*=0 *=0

calculando las derivadas correspondientes se tiene:

00 e
V(0 =2>+/>)«ti*~1 . y y"(t) =Y dk +p)(k +p-i)aktk+p-~l
k=0 *=0

ahora reemplazando en la ecuacion diferencial dada

t2iT(k+p)(k+p-Naitk{2+t'£(k+p)aili+p-x+(t2-p 2j £ a ktk+p =0
k=0 K *=0

¢ (k +p){k+p - Daktk+p +" (k +p)akikHp+¢ a™* tkep+2 akp 2k+p=0
*=0 K=0 t=0 *=0
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£|(k+p)2-p 1Jaitl+p + Y ,al tli+pr =0

*=0

Af=0

poniendo en una misma potenciaa t

)]

@®

'Zlik +p)2-P 2]aktk+p + " iak 2tl+p =0

k=0

K=2

poniendo los inicios iguales

()] ®
(P2-P 2)alp +(2p+\)axt I4p + (k+p)2-P 2Jaktk+p + £ a
k=2 K=2
®
(2p+halil+p+ ~ 1 ~ +2pk)ak +ak 2]tk4p =0
k=2
\(Zp +\)ax=0 I« =0
I(*2+2pk)ak +aK2=0
(*2+2pkjak +aK. = K242k "V K*2
k—2 =>a2=-u 2%
2(2p+2)
k=3 =>a, a\ =0=>a, =0
3(2/7+3)
A=4 => a4 e 82 = (1) ao
4(2/>+4) 2.4.(217+ 2)(2/7+4)
£=5 =>a, =0=>a, =0
5(2/7+5)
(=6 =>a, = -z (-

6(2/7+6) -3 2.4.6(2/7+2)(2/7+4)(2/7 + 6)



«M-l =° *V *n|

a 2
2* 2.4.6.S...(2k)(2p +2)(2p+A)...(2p+2k)

(-1)*«o
2.4.6.8...(2£)2* (p+\) (p+2)(p+3)...(p+k)

U 23A5..k.2u (p+D(p+2)(p+ 3)...(p+k)

(=D *o

-2 (p ST F2)(p+3)...(p+K) -
00 @Q ( \ n
v(0 :tp)H<|,a*'* =

Sk 25*(p+|)(p+§)...(p+k) |

(i =y (~1)*flo td+P
i=0tt2n (p+1)(p +2)...(p+k)

consideremos an = — se tiene:

20T(p+1)

Cy -
A h KIPIUnp+D)(P+1)(P+2)...(p+k)

YO =g (p+ (p M (p+2)...(p+ k) (2 ZF
n

Esta funcidn es una de las soluciones linealmente independiente de la ecuacion
diferencial de Bessel y es llamado “Funcién de Bessel de orden p y de primera
clase” y denotaremos en la forma siguiente:
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M= ¥A3{k +\)T{p +\).I(\p +\)(p+2)--'{p+k35-2

a. Deflnidén. A la funcién de Bessel de primera clase y de orden n, denotaremos

por J,,U) y es definido por la serie.

AFL(* +»)Ir 2

si n=0, seobtiene JOt) =X r(—2zx
*=o(*0 2

Llamada funcién de Bessel de orden cero.

), u+p

Observacién.  Se ha obtenido una solucién linealmente independiente.

- er(I’+ np+i).(p+i)(? +2)...(p+*) faV >
se sabe que: (p+I)r(p+1) =T(p+2)

(p+2)r(p+2) =r(p+3)
(P+3)T(p+3) =r(p+4)

{p+K)T{p+k) =r(p+k +)

de donde:

P PAT(k+\)nP+k+) 2 P fAK\{p +k)
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La segunda solucion lineahnente independiente de la ecuacion diferencial de
Bessel es:

j .yl (-0* ak-p ., ,n vy (-1)*
-”n §r(~+ir(Ar-17+i0) 2 -0 N K(k-p)\ 2

Observacion. Las funciones de Bessel de mayor utilidad son los de orden cero J((t) y
las de orden uno, j ,(t) y son expresados asi:

-/d.):tt H(t>(~2) zy 4M_é-k\(’k! +1) (;—)ZEH_

el gréafico de estas funciones es:

b. Propiedades de la Funcion Bessel.
: 2n
1. J_,,(t)=(-1)nIn(t),sineZ+ 2- MA(0 = J,U)~
t
3 4. n-0,
at
5. AL rnIn(0}=-rninH() 6. yB ,(r)-y.,+L(i) = 27¢(r)
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- JX (t)=i i sent 8 J-% (t>=J "~ cosr

[HT seni ~<~{ V1
9’ "0 =J—(— -co«0 10. e2 m = 2L,Jn(tyun
" K=

Se conoce con el nombre de funcidn generadora para las funciones de Bessel

(1— — +...
2"r(n+l) 2-(2n+2) 2.4.(2»+2X2n+4) 2.4.6(2n+2X2n+4X2n+6)

Ejemplo. Hallar L{JO(t)}, donde JO(t)es la funcidn de Bessel de orden cero.
Solucién
tn t2 t* t6
J..(t) =

i2 'r4 ré r8
w()=I1"'"F +2rd4r -? 7 ror+ 22.42.62.82""

t2 rd i6 r
L{JO(t)]-L{l 22+22A2 22.42.62+2242.6282 "i

1 2! 41 6! 8l
22.j3 22.42.j5 22.4262.s7 22.42.62.82.s9

1 11, 13 14 1J5 1 1357 1,
1= IV +23V -ITeV ,+mSi(7>--1

S Vi2+i

~iyo)=- 1
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Ejemplo. Calcular Z{—

Solucion
f Vi2+i
¢l Ib(O}={"(-- r l— =Unk-In +VA2+I|I/
? J* »  VA2+i
=% tl +,\5n2+1>/; :O- In(i—+ I,r :+i‘) :»«(f/\4 + |)

W i{2r (1) }=InivV ZH

Ejemplo. Demostrar que: JS’ i270(N)<*=-1
Solucion

Se sabe que ({J0(Q}= -r -1— , entonces
VA2 +1

. ,d2 1 k2 1
EC )= () =T ) = gy Vo Y

Ahora aplicando la definicion de transformada de Laplace.

j+ooe-"t2JCXt)dt:— 32 y - — ! y,
® 5 +1) (5+1)7

tomando limite cuando s—0

Iim.\j)@*' t'2j 0(t)dt = Jim( 285 , ——y— y) =0-1=-1
40 iS50 5 in% @ v

A\ ™ME230(t)dl = -\
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2.11 Ejercicios Desarrollados.

1. Muestre que la funcidn F(t)cuya gréafica es la onda triangular que se muestra en

la figura, tiene como transformada de Laplace L{F(t)} = 1 tgh(i) ]
S 2

Site<0l>=i» =1m>F(1)=/
Sit€<12>=>m2=-1 F(t) =2—t

t si /e<0,l>
Luego F(t) = -‘ ’ .
[2-1 site<12>
donde F(t) es periddica de periodo p=2

JPe“ F(t)dt S%e—’,F(t)

como L{F(O}=-0|_e = e dt

l-e 2 s s2 10 s s2 s *

1 e~U- Ze~s+1 I-e
oA 2

rr 5—rt8h<£)

~

)- 32(1+e
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e-e' ez-1 l-e 2
Nota. tght= =NT-7T=T77-"-
et+e e +1 'I+e
2. Hallar la transformada de Laplace de la funcion periddica que se muestra en la
figura.
Definiremos la funcion periddica F(t) donde el periodo es p = a, i

te[0,a]" m=1tg9, luego lafunciénes: F(i) =t.tg 9, con periodo p = a.

Ahora calculamos la Transformada de Laplace de: F(t) =tg9.t

e~s' tg O tdt tgfl
L{F(t)} =L{Tg0.t} = T 1 -

si -st

tg 9 te e /a 198 1te ® ase
-as )/027_-e/\l'( ---------- 2-mmmee )

1-e S S

tgO(l-e*“s- ase~as
. - - -)
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SiF(/)=/2,0</<2 y F(1+2):F(I) hallar L{F(t)}
Solucién

Graficando la funcion periddica de F(t) se tiene:

25 { 2 208272
S S S u

2-le -4s.e  -Ase X
SHEOR== b Hy

Determinar la transformada de Laplace de la funcion F(t) definida por:

fl-t Lt <7T
}= }Hsenr| ,t>n

Solucién



F(1)

1{ \f \t \/ \/

0 \ \In 15 i4n 5 t

Lafuncion F{i) = |sen/|, es periddica de periodop = n

riz fHeo
e~stF(t)dt =_ e~s'F(t)dt+ e s,F(t)dt
Jo «y

flt D
=3 (I-/)e~rdi+J  e~s\$ent\dt

=f (1 t)e~sdt +-—-—~— e ssen/dt- Fe-"sensr
Jo i_e“roJo Jo

e’ i1 l-e"” e-®+i
- ~is(/r-i)+ii+ 3 + (1+1)(I-e"B)  i2+1
e~m i-1 I eT” +1

= I,2 ot =1+ h+ i2 +i2+1|~ i

” i-1 e~

LFO) = —[Gr-D+l+
S i i +1

5) Hallar L{/-[)/1}
Solucion

Graficandola funcion F(t) - t- [/l
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I\-Fw, jy,*

A I-e -e I

1 es e 1
pe ki 0T

1 1 *+1 1- (j+ e-*
e "2 #& 73 2l_e)

Q Hallar  Z{F(/)} donde F(t) = |eos t - sen 11, es una fiincion periodica de
periodo T=n.

Solucién

cosi-sen/ , sio<t<—
F{t) = |cos/ - sen/| = 4
sen/-cosi , si:</<tt

[ eaF(tdt e 3|C0S/-sentdt

L{F(/)} =- |_e uTs 1-e

te

=-— — |j lcos/-sent\e~s‘d(+] Jcosz-sen/le " dt\
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1 fff/a -
= - — | e a(cost-sent)di+\ e "(seni-cosi) rfi
I-e Jo ( ) >>¥f/4 ( ) i

Ve e s Ve Ve re
ir (seni e o s i+wmseni+cosi)/,
1+

e ik -
+ _5—(j.cosi—seni—seni—cosi)/!y
1+j2

1 . - i
=-{I-e » )(I+.\)_) (2v2e~4l + (s-1)(1-e~,B))

= HFOY= eaxi+i2)
7 Hallar ¢(F(i)} donde F(t)= |sen ti.
Solucion

Gradeando la funcién F(t) = |sen 11

La funcion F(t) es periddica de periodo P = n, ahora aplicamos el teorema para
calcular la transformada.

. o If* , dt = 1+e
(,{Sen | }— -I-;--e-:*—JO e sen tdt —-(-r_—-e-:‘ )(| +s rj
i I+en
m I{jseni]}= (e )1+i2)
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Encontrar la Transformada de Laplace de la funcién que se muestra en la
figura.

A la funcidn F(t) expresaremos en términos de la funcién escalén unidad.
F(t) - k(fia(t)- nh(t)) son transformada de Laplace es:

L{ftt)} =kL{iia(t)}-k L{»,,(t)} =-s {e~tiS-e hs)
L{F(t)} =-"{eXas- e hs)

Hallar la transformada de Laplace de la funcion mostrada en la figura.

Solucién
Definiendo la funcidn F(t) se tiene:



U t, para O<t<1
)_[1, para t>1

#QD fl )

ie « ew< /1 , foo
=€ g ¢ Y
l-e
w \\N O}:

También la Transformada de Laplace de F(t) se calcula expresado a F(t) en
términos de la funcion escalon unidad, es decir; F{t)=t-(1 -0 p (t-1)

L{F()} =L{t+(1- )p(t-1)} = L{) +L{p(t-1)} - L{tp(t- D}
1 es d 1 1 e~“ d ,e~s 1 e-~s

R R UG R S Ok

es

[ -
- L{FM) =

10) Hallar la transformada de>la figyt#
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Solucion
Definiremos la funcién F(t)

Site [0,1>=> F(t)=0

0 , si te[0,l>
Site [1,2>=> F(t)=2t-2 20-2 | si te[l2>
luego: F(t) =
Site [2,4>=> F(t)=4-1 4-t , site[2,4>
0 , Si i>4

Sit>4 = F(t)=0

a la funcion F(t) expresaremos en términos de la funcién escal6n unidad.
F() =0+ (21-2-0) ~(t- 1) + (4-t-2t+2) //(t-2) +(0-4 + 1) /v(t-4)
F(t) = (2t-2) /i(t -1) + (6 - 3t) /i(t-2) + (t-4) [i(t-4)

F() =2t [i (t-1) -2 ju(t-1)+6 /i (t-2)-3t /i(t-2)+1]j (t-4)-4 /j(t-4)

L{FO} t 2L L{n(t- D}-20{n{t- D+ 6L{Te(i-2)} + 3 L{n(t-2)}

B L{n(t-A))-AL{n(t-A)}

-As

ds s S S ds s ds s S

2e~s e~ <4

— e —— _t_

e 45-3e X+2¢e 1
- L{F{}=

Hallar la Transformada de la Laplace de la figura



Solucion

Definiremos la funcion de acuerdo al grafico

0 ,si O<t <l

, sl 1</<3
2
4-1 , ji /<4
m = .

f-5 , sid<t<5b

L-t , sib<t<7

0 , sit>1

Ahora expresaremos a la funcion F(t) en términos de la funcion escalar unidad, que
es la fdrma mas simplificada.

F(t) =0+(— A~0)n(t-1)+( 4 -t fi ( -3)+(t-5-4-t)n(i-4)

F(t) = 1) 1 H(*-3)  tnit- 3)+2m(x- 4)- 9/i(t- 4)
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L{F(t)}:~dﬂsL{p<t-1>} o gef P ddL{ (t- 3)- 2— L{p(t -4)}

9e~4s 17 e~5s ~Is
R d—ll\_/l{u(t 5)}— -------- — L{p{t 1}

d e~s. 9e~Zs-e~s+\le~>-le'1* 5d e~3. Ad, e~*s
= + + e T+ 2— (A
ds( S ) 2s 2ds( S ) ( )
) 3d e~Ss N d §~Is
2 ds S ds s

e s 3e"3i 2e~4s
o2 22 2 2 g2

—

~s-3e-ly +4e_4% - 6e“5y+2e~Is

- L{F(1)}
2s1
12) Calcular ¢ {|r-ii-2||}
Solucién
Definiendo el valor absoluto en la funcién F(t) =i - ¥- 2|
2-1  sit<1
F{t)=m2i-2 ,si\0t <2
2 sil>2

a la funcion F(t) =|r—r—2|j, expresaremos en términos de la funcion escalén

unidad.
F(t)=2-2t+ (4t+4) /i(t- 1) + (4-2t) ~ (t-2)

L{F(t» = L{2 - 2t + (4t-4) p (t-1) - 2(t-2) p (t- 2)}
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:£_§+ 4e_,Z.{f}-2€_2fé{.f§ = f2_ A2 "'_Ae_js

113

y s* S S

2 2 de-i  2e-2i
4 -M >-7~§/+y2 2

13) Calcular z{3

Soluctan

Z{3}={<?,In3}= % Iln 3

i1, sit>2
también/iAf)=/i(_2)=10 "~ 5., <2

0, sit<
»2(t) =n (t-2)=j, >§'it>

e-2(.y-In3)
iA*Alt)). t_—

14) Calcular L{te 'sen4t.pie' -3)}

Solucioén

Analizando la funcién escalon se tiene:

O, sie-3<0 10, fi*<In3
li(e' -3) =
1 ,sie -3k0 U e» '* to3

S

2eTu
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_ 0 ,sii-tn3<0
H(t-In3) = 1,sir-In370

Luego de (1) y (2) se tiene ji(e' -3) =fi(t-In3)

Si F(t) =te~'sen4t.n(e' - 3)=te~*senAt.n(t - In3), entonces
L{te~‘s e n 4 -3)}=L{te~"sen4d/./i(/-In3)}

ahora mediante la propiedad de Transformada se tiene:

({sendr.n(t- In3)}=e~s"*3;(sen(4r +4 In 3)}

=e ,In3;{sen4di.cos4 In3+cos4t.sen4 In 3}

_jIn3 4cos41n_3 sen(41n3).s,

j2+16 s2+16
d .
L{tsendr. u(t- In3)}= —u@fl{sen4t.jr(t -In3)}

d _jtn3,4cos4In3+sen(4In3)5 1
52 +16

_In3.sen(4In3)s+ (4In3.cos4In3+ sen4In 3)s2
s2+16 +

(8cos4In3-16sen41In3)5+16(4In3.cos4In3- sendIn3)
+ (j2+16)2

15)  Calcular L{iV'//(]'2- 7]-2)}

Solucion
Analizando la funcion escaldn se tiene:



0 si |i2—j—2<0
[i(Ji2-7]-2) =
1 si|r2-71]-2¢0

si |i2- 7i<2=>-2<i2-7<2=>5<i2<9

5<t2<905< (‘Ai2<9

0 (/<—hBvi>V5)a-3<i<3
-3<i<-~jbvj5<t <3

Si r2—fjh2<>i2—7>2vt2- 7£-2
O i2S9vi2¢5

OiS3via-3v-V5 5

Luego la Transformada de Laplace de /i(i2 —7|—2) existe en 0Ut<j5 ,

mjs <t <3 y t¢ 3 entonces:

1,si0;taVs
p([r2-7|-2) = 0 , si *Js <t<3
1,sitt3

2-7]- 2)}=J"e'stli(Jr2- 7|- 2)dt
= 12-712)¢*+ - 7 | -2) < ¢ +3%"/z(i2-7]- 2)<*

.
errfi + O+f e~tidt =
0 J3
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{124 2-7]-2)} = (-1)2

d,(Ss +\)e~"s- (3s+ I)e~3i +1,,
~ds{ s2 }

9sV 3 +((6- 2yf5)s- 5se " s- 2
s3

16) Calcular L{tn'2 cos/.seni./i(/-4)}

Solucioén

tn -2t

Sea F(i) =tn'2 cosf.senf./i(r-4) =—-—sen2f.//(i-4)

te -2\ax.t sen 2/./j(r—4)

= 2

L{F(t)} =-i ¢{/e'2An?t sen 2t.fi(t-4)}

e'ds
=—  I{r/+4>"2n"r+4, sen2f/+4;} .. (1)

I{(/+4)sen2(r+4)} = ¢;{(i+4)(sen 2/.cos8+sen8.cos2/)}

= 1{4(sen2i.cos8 +sen8.cos2/))+I{i(sen2i.cos8 + sen8.cos2i)}

—;(e0s8.sen 2 + sen 8.e0s 2t
s2+4 ds ol )

8cos8+4s.sen8 4co0s8.s +sen8.s2-4sen8
i ' - 5 5 — (2
S +4 (s +4)
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i 8c0s8+4sen8(s+21n %)
Z{e (i+4)sen2(/+4)}-—-—-m- 2
(s+2\nn) +4

+4cos8(i+21nt)+sen8(s+21n”)2-4sen8
(s+2Inx)2+4)2

reemplazando (3) en (1) se tiene:

~7Ns Amr 8c058+4sen8f(s+21n;r)
-+

. e
L{F{t)} =

(s+2Inn) +4

_4_(‘1038(j+21n]’]‘1)1-5 sen?(i+21nff) 2 -4se n.8 |
((i+21nw)2 +4)2

r2v cosh4u .n i jt
17 Evaluar: ({1 sen{ju----- cos(/i—)n{n--— dn
) gy senlu—)eosi—yntn--ydn)
Solucién
_r2g*cosh4u n .n n
Sea /[« - K j ~ sen(™-j)cos(/i-~)n(p-j)dfi} .. (1
cosh4//  _, Inir e@In*)+e-(44n "
Mo ~e ( 2 ) 2 (2)
reemplazando (2) en (1) se tiene:
1 r2,, e(4-1>«)n + e -(4+10T)" n n
f(s) =~L{J (- )s&n2(p -—)n(p-~)dn}
=j\L{ (e<4-In>" +e-(4HM )sen2(/i -j)d»} -

SE{/I(e @] + e - (@HninT)sen2(//-)) (A i-f)A}] -0 )
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n n n +
({sen(/i-—)cos(/i-— )} =e * i{sen/j.cos;<}

e 4 ) )
w{sen 2i} = — a

of(i-4+In«)
+e-@Hnt)gsen(/i-7 )cos(/i-A)N\(H-Y)} = (i_4+In~)2+4

—J(i+4+In»
e ( )

(i+4+Inff)2 +4

c{fV 4 +e_(dHn7D1D) sen 2(/i - ;)m(l\/l~"|1' KA

=5,(.v-4+Inff)2+4 + (j+4+Inw)2+4, = gi5) W

L{C (e<dm®)i +7 i4+™t)" JHR(V ~ ~7)d»)=\ «(f}

-7(4-4+Injr -jf+ In*
(2 in el 5 )

|
=7,_r +-~ .
—4 +In;r)2+4 (—+4+Int)2+4

* (5)

ahora reemplazamos (5), (4) en (3)

1 e-7(:§-4+lnff) e-7<72+4+ln»r)

[(e*) =T |— Y
(—4+Inzr)2+4 (y+4 +Inw)2+4

e-7(i-4+Im) A-T7(y+4+na;)

Ai-4 +Inw)2  (j+4+Inw)2+47
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18) Hallar L{cosr.Ini.6(r-;r)}

Solucion

Aplicando la propiedad de la funcién Delta de Dirac para cualquier funcion

continua G(t), se tiene: J\5(r - a). G(t)dt = G{a)

e s cos/.Ini.5(i - n)dt =e ~cos;rlnjr =-e " Inrr
0

19)  Calcular L{)~250fxsb-r-%¥f-ve~vSf/rj-\f-f-‘)u(vz 16)dy)dx]

Solucién

Sea F(y):sqle vsen2(v-4). (v?-16)dv

(v-4a\2

L{F(y)} = c{lrve vsen (v- 4)_(116)rfv}

(v-4)
=2 L{e 'Vsen2(v-4)M v~4)j A
s (v-4)
sen2(v-4)u(v-4), _4ir sen2v, -&;s,, 2 . 2
VI, = L'-e i(— »m' (4 F+4 +ar“8T
SEENAV-A)MV-4) 4, )
(v-4)2 4 (i+1)2+4 s+1

reemplazando (2) en (1) se tiene:

*|+1 (s+1¢2

LFmy =S & ! J+ mm— J=HE) . (a)
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como L{F(2y)} =+H (%)
L{CF(2y)dy} =- L{F(2y)}=2-//2)
Jo y 2s 2
{152 (\F{2y)dy)dx} =-L{} 2 (fV(2y)dy)dx} - Q)

L{f'(i>(2 vKV)iry=- 2
{1 (1>(2VKv)er} 2

E(f2 (1> (2j>)dy)<i} = 4S A (Z ) - w

de (a) se tiene:

J+1 (S+ 1)2

#(7) =4 SR T gt a7 . (5)
reemplazando (5) en (4) se tiene:

L, (JFndy)dn =)y e FOVATIC (557 ) +arctgy )l

bonde F(2)) = f2"e v sen2(v-4)(/(v2-16)

(v-4)2
20) Probar que: JI:)(DX Pe~124 T(J__Ji)
Solucién
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Sea z=x2 => dz~2xdx = dx- *Z
Ix 2212

Si x=0, z=0y six->0,z —»0
fop ] for z1 1f* 1\
J\Ox e *dx-v{OZZe z.—é—dz:?&)zlle Zd7

110 ¢4, . 1 »+1
miJ. 2 e *-Tr'— >

r xFe~x'dx =irC-~U)
Jo 2 2

21) Probar que: Z{Inf) -+l

Solucién

Se conoce que r(n) = i 'ie~M1/u, derivando con respecto an
F(»)=1J Infudfi paran =1

JDe "Infidfi , haciendo p = st

(0]

r(l) = |}‘0 e i'(In.v+Inf)< :-’J?g e~st \nsdt+s;0 e~st \ntdt

=m .G(EUHA
i 1 /0

fV'hudr=m _
|

Jo Jo

F() ,@Q g r() tmv r(l)-Inr
i v y i v
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g(nmi}’ _I(-Ini

22) Calcular Jxme ax'dx, m,n,a>0

Solucion

Hacemos p =axn => xn=— = x:(a)Vn

1, i1,
dx == "=p
n a a

Si X=0 ;n:O;SiX->oo, =» ¢i-> 00

., » U » 1 ui, 1» 1 1i.if® s
‘Txme~af* dx= (—)~e~*— (D" Ix=(CG-)"—()m | W
0 Jo ya’ an a . a naka' h

1 r 6—uj 1 +
_ *x N H :/\ - 1
naT° r.J Mo dfi naT~ r(r nT )

re° » 1 m+ 1
J xme tXdx-—- 3 -n—
Jo na ’ n
-1)7nt +
23) Demostrar que:  JNjr", (Inx),,<fc = Jyi+T’ n Gz >m>-1.
Solucién

Sea Inx =-ju => x =e~fi => dx=-e~>d/;,

Si x-* 0, = juo : six-> 1, =ii~*0 R
Jg/(ln*)"<&= (r) en(-p),i-"(-¢ii) :Ircl)(-l)"/r"e-(M+1)"
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Sea (M+\)ix=z => =2
m+1

li=0,z =0, /i->00 ,z->00

_ _ A _ 1 f00f A .
Jme(lnx)ndx f( nn'e-~dn =(-1) J]:: (Hﬁ e 1

N

re i r e~zz(nH)-ldz
(m+I)n+ljo “(m+m) +1Jo

(NT(hH) (-9 ¥

(m+ 1) (m+1D
24) Demostrar que: ¢{<"}= »n>-1, s>0
Solucion
I{|"}- e ~sltnd t, por definicién de Transformada.

X
Sea Xx=st, s>0 = f=—
S

«,m).jv v * | -4 i - --ii-n»+ ]

25) Demostrar que:  L{t 1/2}

Solucion
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Se conoce que: L{tn}= A

f(r,1 r(4 +1) 1W 2) _ (T
{ ] A+ sm "V7 Vv

L{t~v2}

26) Si s>0, n>1, Demostrar que:

tn 1 1 1
L IR )

Solucién

Se sabe que: =l+x+x2+..., para |x| <1

1- x

Te =l+e '+e Ad+e 3+...
-e

I —=t" 1+tnle 1+t" le A+tn’e 3+...
-e
Nn-l
L{-I ------ ) =L{trx+tnle~" +tmx~2 +tmxe~2 +...}
=l A~ + EM _+_10>) =r(w)(4 +_ | +..
s' o (I+D" (s+2)" "+
27) Hallar

Vi

Solucion
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Pormedio de L{F'(t)} = sL{F(t)}~ F(0*), donde:

F(t) =senjt =» F'(t) =~ fi- y F(0+)=0
Ut

(;{CS?)&/ }= vZ{senV7}- 0, donde ¢{senVF}= Ké:i

r,Cosv?, W7 4 T

o i{fivor}~ e =v7
fi xA~2dx d R d
28) Calcular y? = , >0, —> 0 y deducir el valor cf(e| —
JoVi-*? « Jovin *4
Solucién

Sea |I-x?=z = j?=1-z =>x=(l-2)1P
dx:—<-I(I-z)1'dz, ademas xp 1=(1-z) °’

Six=0,z=1y si x=1, z=0, entonces

1 fi
=tJ 2 o0-2) Uz
3o

fl xp! 1 U ij dz
L= =-=d 0-7)" “
°V1-jc? i1 2

=if 2MYl-2)0 Wz=-5s (1/
(I-z)1 1dz ARG

gJo
rer(h) r r(")
ml( 2 «)-£(m & )
> £> 1 2,++P
r(p+2}% 2 2
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paraelcaso f . ,setiene p=1q=4.

JoVi-*4
f * f X» , . 1, , n|,r(l, VA ArA
"Vi-*4 “Vi-*4 4 24 4 r§-+i) 4r(-i
4 4

Evaluar 1,,=J @- 12)"dt

Solucion
Sea ¢,=1-f2 => -2tdt =dn

dfi
2M1-7

Sit=0, =1lysit=11/i=0.

[, =£ (1-i2)"dt=2£ (1-i2)"di=2"/in(-T =) =jV 0~">W"
V N

=£ (- /M*-1du =5(«+1J)
re+)r() ™ r( tl)
r(«+i+i)  r(n+])

V7»! »l 2"+1l«!
2ini) (2"+.D (2«-1) 3J_ (2n+1)(2n-1)...3.1
2 2 22 2 2 o2 "'2'2



I Xp~X( - x)g~xdx, Demostrar que:

S ()] g
B(p,q}:% XAP+q\ x - \) g-xdx b) B(p,q):J\ xpi (1 +Xy (ptg)dx
[o]

Solucioén
Sea X =—, cuandox =0 ; z—@
z
cuando x-> 1;z—1
1 dz
como X =—=> dx =—r-
2 v

5(7,9) =)0 AUL-X) -1&=]1-¢ T (1-V -1(-4)

=I™zHP+q)(z-1)gddz = 1“x-(P+o){z-1)q ldz

B(p.q) =f7x-(P+a)(x-1)o~1dx

X z
Sea z=--—-- = X = e =Hx=— r-
1-* z+1 z+9

cuando x->0;z-+Oycuando x-+ 1,z->»

S(p,«)-jV 1(1 dx
Cor -, -t — - <S>FS*
Jo z+l1 Z+| (z+1)2 Jo

-fv-'oc+ irn*
Jo



O
B (|0<0|)*§O X p-X(\ +x) <p+q)dx

31) Demostrar que f #/(8- #/3)143d/j = n
Jo 27

Solucion
i - - N * N
j02p(8 #/3)m dp 250#1(1.(2) ) 1/3
Sea x=(-")3 =>x13=y => dp=—x madx
para #i=0; x =0 ,#=2, x=1

F2#1(8-#13) 1/3rf# = 2 f' 2jc 13 (1 —jt) U3 —x~2/3<ir = —
Jo Jo 3 3

como B(m,n) :Jf {\-u)"~xdu entonces
(o]
wi-1= — m=m
3
n-1=— n:4—
3 3

Pus-#in)1 a-fire )=o)
Jo 3 33 3

_8r(,\4)r4) 8
3 r(_2) _:g (113

- 5r(g)r(i-i3)- -g?einj- itih
3

i6Viir

f2#i(8-#i3) 134 =
Jo 27

122
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32) Demostrar que: i (t- a)p(b-t)qdt = (b~a)ptgHB(p- l,q+ 1)
donde p>-1 , g>-1 , b>a.
Solucién

Sea t=#+a =>-t- -p -a=>b-t=b- #/-a

sit:a,p:O ; t=b,ju=b-a.
t- a)p(b- t)qdt = pp(b-a-p)qdp ...
(t-a)p(b- t)qd lfa (b )qd (1)

L
Sea X:B ------ =>p- (b-a)x => dp =(b-a)dx
Si =0,x=0,sip=b-a,x=1

,g’a(t- a)p(b~t)qdt=1f pp(b-a-p)qdp

Jo

Jo

:(()-a)/,+,tIJf0\ p(\-x)qdx
= (6~ a)/+i+*FIXipH)A (L- ) (2+1H dx

=(b-a)p+g+HB(p +1,q +1)

33) Dado f dx - — -— , Demostrarque T(p)F(l-p)- —-—
Jo I. x senpn senpn



Solucion

Hacemos --%-- = x= Y = dyx= LY,
+x 7 1 >

Six-»0,y->0,ysix->*>y->1

jL =r ~ =f h _
senpn Jo |+x Jo jH+_y_ (ly})2

1—y

mf yp y )dy2 = (yp-ii-y)-pdy
JoO-y)/” (i-y)2 Jo

=J(Oy pX0 -y f-p)-ldy =B(p,I- p) =0

(p’+\-p

senfJTT

Mostrar que: f(7+p)T(2"p) - eosnpn

Solucion

Del ejercicio anterior r(/>)r(I —p) == n
senpn

r¢ +/»jre-P)y=r ¢ +P)T{\-(_+P)) = *
(% % 4 Z sen{*+p)n

_C1+ il . i
Ay p)_nzu')_eospn

)_’r]\l ~ |:)>)-: r(/7>r(i -

n
eospn



r°° cosjt k

35) Demostrar que: dx ,0<p<1
J° 2T(p)co4f)
Solucién
Expresaremos - i - n/>) (r2—y?
L= {P D1 =_J_L{tp ¥y=—  i°°e~tttp~Idt
xp  r(P)x(p-)H T (P) r(/»)Jo
eos™ 1
————— e Xtp~ eosxdx
Xp  T(p) Jo p-
rfififEL-n-L Te-V -W *)* -JLr~ife-o0sx*)*
Jo Jo r(/r)Jo r(/?) Jo Jo
— fVchOSJCJrﬂ ————— — fV 1l-yi—dr
r(p) Jo r(/r) Jo r2+i
fAcosr 1 tp

Jo Xp ' r(p)J01+r2t

2-m
Haciendo z=1t1 => t=z12 = dt ) dz

ragr | BZRz2 1 pz21
Jo N l(/»):bl+2' 2 Z 2f(p)Jo z+l oz

AP)Ymn i, jrWcoSPE
2 2
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®
por lo tanto ) R —
Jo 2r (/,)cos”?

dt

Yo/ +1)~ra(1-1)

Calcular

Solucion

f1 gt _f '*n5(|-tr“"_,r.lt

Jo (t+ )titu (i 1) f+1
1 1-M . du
Sea U=7— => t=-—-— = dt=--y
1+t U u’l

cuandot O ;u->1;t->1; m-»4§

~ U5 R 1MV
fl dt 0 y {) u /

0@+ D)AT4(1-T) 1 — 4

u

(

- r1(1-«)-idis(2« -i)-,/,5ck¢
/2
+1 d
Sea w=2w-|l => u—iz— = du __ZW

cuando u ?,w->0,u-> 1,w-> 1

= j\i-uywls(2u-iy msdu



zell-wy ™ w-™Mdwm_ r f +lwr dw

N 2- U2 216D

55 Z/Bc?+ﬁ

1.r A~ "
215 15 15 215sen(—)

fl dt _ n
(t+1)"N24(1-1)  215sen(—)

15
37)  Caleular {2EXY 450 >0
Jo iL41*

) Solucion
1

Y
Hacemos u_1+t5 >t =«
LUy _l'u iq du
=Gg) = dlt"_‘ﬁ(lT-u_5 (I-uy
th=qy > BF=l= y 4y

cuandot->0,u ->0 ysit-»00, u->1

boigdt L ()~ yloy™ (1-(11\171)2
1-M
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38)

128

1fi u e hu.uh-ldu 1fluh 1du
b *0 Preu) LMI-u)* 1(1-u)  PFR(L -«)»

* r(-+1--) b b b ésenﬁ?)
fi A VAT (-)
Demostrar que |
AVTAN 7 (i 0|
2%
Solucién

Por definicion B(p,q) = J|’Ox/,' L(1-jc)? ‘er

Sea 1—x" =u => x”=1—u => jc=(1-u) ™"

1
de donde dx = ~?(I-«)" _1_du

Six=0,u=1ysix =.lLu=0

fi  dx fo u)’ Lu i fi X
| =] — m =-J « (r-«)"
n

/ du
ovViI-x" 1 u 0

:-1 flu /2 ](1—u)"' 1du —————
n Jo \% ’ n



39)  Verificar que 5‘ A dt=T(\+p)T(\-p), Ipl<1
i

Solucion

Seau=t-1 => sit->l,u->0ysit->00,u-»00, entonces

m®(t- \)p r® updu
5_ 2 dt=r (1)
i te . Jo (M+1)2

1 1 dv
Sea v= = l+u=—=du=-~r
o ) v @

Si u->0,v=1y si u->0m,v=0

T dt_\f"" updu _f° 1-v 20 rf%/
w9 ke T PV
= [I(1-v)pv~pdv= f v«-p)-1(1-v f+p)-1dv
Jo Jo
.n 0= m
r(i-~+i+/j) r(2)
=r 1-p)r L +p) donde T(2)=1
- J*-Af-gi=ratp)r(i-p) , Ipl<i

40) Calcular f r fl(1 + f)Adr
[o]



Solucion

Sea t=tg20 => 0 = arctg = dG=—
2v<VI+<

rfi =24t(\ +t)d6=2igd.sec2QdG
Sit—=0, = 0->0;sit->00 => O:?

fn/2

<
Jo ifl(l +r)*dr=Jo tg20.(1+tg20)*2tg0.sec2QdG

= 2.]0 2tg2*0.(1 +tg2 G)btgi.sec2QdG

/2 . . pnj2 (sen0)2a+1i/0
=2r tg2atl0.sec26+20<#0=2f
Jo JO  (e0s0)2f+1(e0s0)26+2

= %‘; sen 2t (J.cos'2ﬂ'26'3 Uiq
= ZJZ) 2(sen0) 2A<+)->.(e0s0) 2l-«-*-"H dS
0
=2i?(a+l-a-6-D=2r(@a+Pr(~a- &)
r(ati-a-o06-i)

21"@+ Dr(-a-6 - )

r-A)
41) Calcular L{JO(4t)}
Soluciodn
i =V (DL iKiigr = i + o .
T TROGNR 2 2 5202 124287 Radine
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) t 12 3
MO(VO =1--T +-T77--

1 v * Vv, |/ »—Slh
=~y — *z- = 1 — s>0
“ «! S
n=0
-j/4
(VD)} s 530
1
42) Demostrar que: L{e aJO(bt)} =
oJs2+2as+al+h2
Solucion
*t+x
Jo(bt)zl_baz b*t b6i6 bV
22 22A2 224262 22426282

1 b2 1364 13566 13J.7.68
Z{0(*0>- 5~2j3 +2A(5“ 246.j7+2468.19

1 16, 13 b,

1 1
1 1+ s2
- L0} =4=5

y|§2+b2

ahora aplicamos la propiedad de traslacion

i4
+
2242 224262 22.42.62.82

135 6 7

=j*1_2(i) +2.4(1) “246  + "
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L{e-*JQpbt)}= mm. 1 r= 1

mi(s+a)2+b2  J52+2asia2+b2

-bi[s2+a2
43) Demostrar que: (socastz - 2)}= . , t>b
Solucién
®r ti*x r
fo(0=X [ 2 > P°rdefinicion
-*v< 8
(|,2'A2)*:i2*rk((2)erb2+£|’£ZII(,V 2a4 - 6a6+...
401"y J z

c(x-1)(2%-4)A4 AN
21r2~3 i

y(-1)* fav3*.(*+IX*+2)-(2*) AA+1)..(2A)A2
~NO(AD2 2 j2d 2A(2A-1)i 21

A(A-1IXA + 1)(A+2)...(2A)A4

2%(2% - 1)(2%- 2)(2A- 3)21s2%'3

*=0 *! VATOZ
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g-iV»2+a2
L{Ja{aJt2-b2)}=
1777

44y Caleular /,{/£ JQayfii)dn}
Solucion

Sabemos que: , s>0

e d e >

e ¥ &-a ’)e"z*

L{t\rnng Qa-Ju)du] :(_d S

. Z
(8s-a e *

L{t}b\] ajt)du} =il

45) Si L{F(u)} =f(s), calcular /,{£ JQZ"ju(t- u))F(u)du}

Solucién



i J02yju(t-u))F(u)du =X AT T (o
i(*ir

S In(2Iu(i - u))F(u) du} = i uk{t-u)kF(u)du} por convolusion
Jo ’ *'0

g (A3

o S1{i* *T*F(t)}
AIFOH

!
Ty o

-y (1
nSCAr!

‘ Jc:o(l\')z **+l

. Pt w6s)
Af 7, (2ju(t-u))F(u) du] = X A
0 *=) Alv
U 42
46) Demostrar que  e~'JQt)dt = )
Soluciodn

Se conoce que: L{IOt)} =
mis2+1
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J
je~s‘J Qt)dt = tomandolimitecuando s -> i, tenemos

n 77

J)e SINUYdt s lim—= = =2
>N+ 2

-®
47) Probar que: JO.J,, (Hhdt=1

Solucioén

Se conoce que: i{7_()} -—- , 2 , ahora aplicamos la definicion  zZ{w,,(/)}

- H _.t) "
Z{7n(|')}:£i®e—“a,,{i)dt: (Vig+i -2 mando limite cuando s -> O

Vi

limfe sJ,()dt=,wlf£ ~ £ L =i
j—o0lo *> V?2+I

00

48)  Calcular Jr fe A 1If(4t)dt

(o]

Solucion

104N} =-1 = = I{r70(40}=--( ,/m -)
Vi2+ 16 ds Vi2+16
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s
de donde L{t (4/)} =—5—~"32 » aplicamos la definicion de transformada

s
‘Je s'tJn(4t)dt - — rrr-, tomando limite cuando s -> 3
(5 +16)

# p
lim_ e~ stJO(4t)dt = lim—g-— -
«3Jo 285516 15

[T e 1JU4t)dt =—
Jo Qe 125

Demostrar que:  J  JO(2-3T/j)eoslgdiu =sent
Solucidn

sea F{t) =J JOjt~ii)eosiidf;, entonces se tiene:
L{F(t)} = JAITIi) eosijdril = e 3,(j ' IQ3t n) eos jj dpi)dt

= Jo cosp(Jo e~s,d A2 t~ji)dt)dn

00 i

r — ® e .
=Jo eosn L{Ja(2"jtn )}dpt =  eosit.—-— dfi

=—f e ulscosudu ——/(—) donde

s Jo

/(mi) = ¢{cosi} = -I,y 1 = i —

[ T 1
HFE{D) =-/(-) =1(-1—) =T = =d(sent)



Luego L{F(t)} = ¢{sen/} entonces f(t) = sent

J JQ2t~ji)eospdn =sent

Demostrar que: J /., (2]tJi) sen fidji =eos/

Solucién

Sea F(t) :J J(237J0\sén jxdfx, entonces se tiene:

L{F(D}=) & (igy J0yIri0Shdn)dt = | ngo e sj O2irii)dtydMm

e K
~J senfiL{IQ@2j73i)}dv - senfi.
__1 00 _1 E
T BEwan=li) @
1 1 s2
de donde / (s) =¢{sen/}=-5-— => [(—) =-5----
s +1 S s +1

como L{F(t)} = Z /(g) = ? (ETH) :ET;I = ¢(eos/}

Luego ¢({F(/)} = ¢{eos/} entonces f(t) = cost

£ JO 2 ) senfidu =eos/

Demostrar que: £ J0(27i~ji)IQti)dfx =J Qt)

Solucion



Se conoce que: L{JQ&-J?)} E—

e'F*
L{\]OZJ?JI)) = L{JO )}:_'_ donde . - IJJt

L{f0 J 0(2vreT) J0(n)dfi} = Jo &~ (jO In('¢4t~ii)Jo(n)dHdi
0 t 0 Qr
J)'lo(/i)(JOers‘JD(szI)dt)dn:]o Joiri— dn

=7 f e'""’Jo"d/i=7/(7), donde (s, :L{JCXt)}: J —
50 5 5 vs +1

L{JTJD(Zy[ﬁi)Jo(»W ) :7/(7):7("\%::) =4/= = :('4<70
h 2

£ o 2itiiinao(riyan = 30(1)

f® =] . . L
Calcular PERILIELEY reduciendo el resultado a su minima expresion.
o
Solucion

6
‘JDJ o (x 1)dx,entonces su transformada es:

L{F(t)} = r e -3°(Cr jo(x6t)ydt)ydx — yO(X6|’)<,/)d|'

Jo Jo Jo Jo

JO * fO o

L{dogx tHydx =] -

0 Jo Vs +*



hacemos x6:s.tg0 = Bx°dx =5.sec' BdO = abe _S_-_Sf_q?;q_d_g_

A < s.sec2QdG

cuando x=0 =>0 =0 y cuandox —»t00, => 6:i

ahora reemplazando en (1) se tiene:

fo dx %2 i 5.sec2 6dO
t(F(O1” J» ~,11+1! "Jo tgl« +s- 6.i%°1§'° 0
r ;e

6i Jo tgh/60 6i Jo

1 %R - - 1115
774 ecm *

1 i /5 i 5
1 r(12 ' Cz_) 1 r(12 (Jﬁ (%75 >
MG 2r(x+N) 12%B° 7 12-J7is56
2 12

fT

1 5
r(il'gT)r(lg)

1B10x6ydt = Ft) = r ]{’\77} . @

como (;{re%:l Iy(l)’l‘lll ,a>-i v 4 ( N
) 4 r(n +



ahora reemplazando (3) en (2) se tiene:

A .
f JO(x6t)dx :L )I’(17}._ - , tomando limite cuando t -> 1, se tiene:

Jo i2VA r(-$F
6

imCMS,,* -/tw 'I2>
- 1J» i2n rA6tf

Fyoee)* 1t Orti > - @
” i2v 2r ()

J
ademas tenemos 22*“Ir(;t)r(x +— = v~ T(2x), entonces

220 ,r(x)r(x +-)

00 I — —, por lo tanto se tiene:
V#
i 5 1 i 5 u
((f) =r(af)-2-CBrR 2 <(Rr()
yi7l -y/n
-i 5 1
r( g) 2 2 <> rGiR) .. (5)

reemplazando (5) en (4) se tiene:



53)

r(—=)r(=) 216r (—)

TT
V2 U (—>r(—) Q2 (—
¢ (>R (%)

216[r(-¢)]2

_ . (6)
|2r(E)r(E)
pero r(p)r(l- p) =—-— , entonces
senpn
M F(?=r(?>'ﬂ-5)=s—en°/il . ()
12

reemplazando (7) en (6) se tiene:

216(1X-1)) 2

6 n
JOJQxe)dx:— —ZL _ =
12sen 12;rsen-----
12 12

*frn-))2
_ IL—

Demostrar que: JyZ(t) = m/Asenf

Solucion

t" t2 t4

ici) | (1 )
: 27r(n+1)  2(2»+2)  2.4(2n+2)(2« +4)

N[YI0) R — (L-— + A )
20 r(|+1) 23 2343
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wo=— U . 12 4
20 T() 28 2345

2

r & *n ‘2 A ,
Y JA 4i 23+ 23.43

iT~ t3 ts
ht " 23+2.433

meni

54) Demostrar que: S JOx) =-1J, ()
X

Solucién

A (1)

=51 A (—2)2"+;i,por definicién
py 3 fAT (k +\)T(k+p +\)

I x)=V t K iV =y (-) (x)U
0 Arirr* + nrrxr-t-1) (27 f-r*n2 2)
Y ()T ojezeil =y
A £ (it02 2 2 £ (ky22
y (M+DEDHLA 2t =y dzili diveH 4w
Ho ((*+D02 2 fAk\{k +2)1V ‘
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dx

55) Demostrar que: * (xpJd,,(x)) =xpJ  (X)

Solucién
Se conoce que: ITk+p+ 1) = (k+p) T (k+p)

)= Stk +m k +p 4032

/, \\k 2A+2/>
izll (1
i T (*+)r (F+/»+i) 2U+P

. ()
xp) (X),y

d(xpdp(x)) "~  (-1)k2(k +p)xu+2p-i
dx “ FA + Dr(Ar +p+ §)22p

D =Rk +p+ 1) x2e2pH
beo T(A+2)1(¢+p+2)22%4H+2

,_n k+\  2k+p+\

=xXpY -. 5 0
G+ 2)r(*r + 17H2)2 2*4+1

[ \<+i

=i/>y Li2 (BY2*++i =/ |

=Cr(A: + 2)r(k +/7+1) 2

)n+P, multiplicando por xp

w
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2.12

2)

3)

4)

144

Ejercicios Propuestos.

i3f, 0<t<2 _ )
Sea F(t) = {6 pet<q’ donde F(t) tiene periodo 4.

Hacer la gréafica de F(t) b) Hallar L{F(t)}

3-3e~2i -6se~4s

Hallar L{F(t)}, donde F(t)=j >~ ~ ~ yF(t+2)=F(t), parat>0.

I-e_,(j+1)
Rp».

Demostrar que la transformada de Laplace de la funcion F(t) que se muestra en
la figura diente de sierra es.

13

e

1
L(F(D}=— -

as¢ i(l-e_ai)

Suponga que F(t) es la rectificacion de semionda sen kt, que se muestra en la
.figura. Demostrar que:

Wit))'— ~ r
1) (s +k )(1-e~1)



5)

6

Fi) 1

Hallar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura.

Hallar L{F(t)}, donde F(t) se muestraen la figura.



7) Calcular la transformada de Laplace de F(t) tal que F(t + 2) = F(t), donde F(t)
es el pulso parabdlico del grafico.

8) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gréafico.

9) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el grafico.



10) Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el gréfico.

adjunto.
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13) H(t) esta dado por el grafico adjunto, calcular L{2 cosh 4t.H(t)}.

15) Hallar L{F(t)}, donde H(t) esta dado por el grafico adjunto.
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16) Si  F(t) esta dado por el grafico adjunto probar que
{711 = e ! 1
¢ _1+s£ 7ts

senh(—)

17) Hallar L{F(t)}, donde F(t) esta descrita por el grafico.
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19) Encontrar la transformada de Laplace de la funcién onda cuadrada, mostrada en
la figura.

t, 0<f<1
20 Considera la funcién F definida por F(t) = , F(t+2) = F(t
) por F(t) = J|*t}1,\t,\2n (t+2)=F
graficar F(t) y calcular L{F(t)}.
21) Expresar F(t) en términos de la funcion escalon unidad y obtener L{F(t)}.
jt2, 0<i<1 2
F(t) =/ Rpta. f(x) =— +e s(— y — %)
U i>1 S S¢S
t2, 0<t<2 4s
2. 4 2 de
b) F(t) = 4, 2<t<4 Rpta. f(s)=-j-e (- +—)--—-
s s s s
0, t>4
i2, O<t<?
c) F(i)= t-1 2<t<3 Rpta f(s)—\ e 2( +-N-+-A)+e 3,(-+-U
s2 s3 s2
0, t>3
t2, O<t<?
FU) = ' Rpta. f(s)
9 ) 41 t>2



22)

a)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

Expresar en términos de la funcion escalon unidad, las siguientes funciones y
hallar su transformada.

sen/, 0<t<n
b) F(t) = sen2/, nGts2n
sen3l, t>2n

Jr, o</<2
F(t) =
4/, t> 2

Determinar la transformada de Laplace de la funcidn F(t)

2 n
l-r, t<n o or<l
_{]senﬂ' t>K ®) F =

(colsi), t>

F(/) =
n

2, 0<i~” 3ti

Hallar L{H(t)} donde H(t) = |cosi], t>3f

Calcular L{t2 'sen3/.jUu(/-2)}.

Evaluar L{t £ ' sen/.eo0s/.*/(/-4)}

e -

Calcular L{*-—-S-—sen(/ - —TA.fi t- Ty
- ( 23 ( 25}
e -e 1
Evaluar L sen(/ —-). ju(t —-

{ 3 ( 4) ju( Zg}
Hallar i{|r-|r - lj}>
Miar L{F(t)| si « 0 - 3

Calcular L{U(P - 6i2+11/+ 6)} y graficar la funcion.
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32)

34)

35)

36)

37)

38)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

152

Calcular L{sen (t - )} 33)
Calcular L{tsen|* - -1)}
Calcular L{te 5PV ~iU -1l-1)~}

Calcular 310/

e~4+ufi(u2- 1)du}

Calcular L{.ﬁO/e i +/u(\t-3i[-2)dt}

Calcular L{p (sent)}

Calcular z{jr3-2/2—}

39) Calcular L {f le~1Q+un(u2- Ddu}

calcular L{E° /(i - 1-1)}

Calcular L{

x
senf.cos(/-7r)/i(f

Calcular £{/>(/-2)}

" (des sen2§u-2)4u(u2-4)_

Calcular
Jo

Calcular ¢ |sen(*

Calcular L{t?e* n(t-a)}

f'-a
Calcular z{n

(n-2)

2ff) A t-2n)}

ex-e X

ju(/ - a)dx]

B
2

du)

Rpta. f(s) =e~2m arctg-1

a(Zrs)
Rpta. /(j) =—
(r+

Rpta. /(.?)

* &

x

In

r(r2+4ar+4a: .
)3

i+l
r-1

2)

s> 1



47) Calcular la transformada de Laplace.
L{7r cost.(t- n).n(t-2n).n(t-1n)}

Rpta. f(s) =-é~|m3|n{zg_|n7) )

+1
48) Calcular L {J(-:QSJ Ai(N} REta, f(s)= §/S+ In9 _2_:_|_
32 (5+1n9) +1)
49) Calcular ¢{cos|;r- i} Rpta. f(s) =
s2+1
50) Calcular Z{sen|;r- fi} Rpta. /(*) = .
s2+1

51) Calcular z{Ji2—}

52) Hallar L{|a-t/j(t- a)|} donde “a” es una constante positiva.

Rpta. f(s) =-+
s s2 s

9 n 7p~as

53) Hallar L{t-\t-a\} Rpta. =
54) Calcular Z{r2-4i/i(i-2)|} Rpta. f{s) =~(1-2e~2+2e~4s)

cht
55) Calcular la transformada de Laplace: L{t'e~uJ|t e"+3n~x - 1- l)atc}

Rpta. f(s) 2eu.1T(se 3 +9e +Ae %)
(s+3)3

2 + E-Z- T, Tt 7t
56) Calcular L{— sen(r - —)cos(i - —)ju(i - —)}

153



Calcular L{t'2" sent.eost. fi(t - =)}

Calcular L{4-|r2-1]) 59) Calcular L{sent.n(e5 -4)}

e -4(t-ir) cos/f _ 7rj

Calcular L{ »

Evaluar si existe ted,|v2-l|dv)} sin derivar.
Evaluar si existe L{}I_olzle~“~v cosvfu(v -l)dv}
Evaluar ¢{J fe4|u2-1|du)

Evaluar i{t2J (v-4)" In|v-4|*(v-4)dv}

Evaluar L{JiO vaioF(u)du} si F(t) = H(s)

Evaluar L{tn Injrj) 67) Evaluarl L{fi(t2-2i2+0)}
Evaluar L{elrtnIn|fi}

Calcularlat sformada de las funciones.

a) F(, i=i+ir- 1] b) G(t) =(-h)M

Evaluar L{ cos3(v-1)/i(v3-1)dv}, donde p es la funcidn escalon

unitario.



71)

72)

73)

74)

75)

76)

77)

78)

80)

81)

82)

Sean > -1, nreal, calcular L{te 21j u” Injujdu]

Si L{F()J = f(s), calcular L {"-}
t

Calcular L{iZe~5ju(t2-1)}
Calcular L{te 5J*et+5'ju(u - 1 \)dx}

Calcular L{-Jt eos/3/2}

Evaluar la integral i{sen6(/-1)t¢ (i2 -1)}
Calcular L{—f e~'F(t/a)dt} , a>0
alcular {aJoe (t/a)dt} , a
Evaluar Z{i2e~414-1i2- 1} 79)

Si F(t) = (t-\)nn(t-\), calcular L{F(t)}

€ T(r:{+ Y ,h>-1, v>0
Rpta. f(s) = °
e ™!l  tiez0, s>0
saH
Demostrar que: L{tk tgh/} =* (~1)"[—m _-r
A (s+2n)

e~$tk
Calcular L{------
@a+r )

[

N g N

(s+2n+2)

Calcular L{itgh(i)/j(/-1)}

—i
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c(=D)"(L+n) (™ > m,sp k>-1
ti

(6n +5+5)
Rpta. f(s) =
*1
n=0 (6n+5+ S)*+i
=
’ > 1 Tw+=
83) Calcular L{fe6senhVO Rpta. /(.v) = — =
~(2«+1)! (iT_6)"+
84) Demostrar que:
rr(H+i) .
H ,sin>-1, nelf
|
T S
ot , W«ezj
-a2l4s
lcular L{tr 4
85) Calcular L{tN2In{a4t)} Rpta* (1 3
. _ 1 (I 2
86) Demostrar que:  L{JO(t)sent}= rsen{—arctg(->)
yfstfs2 +4 2 S
. 1 1 2
87) Demostrar que: L{,/0(i)cosf} ----- .~ —'cos(—arctg(—)
VN[s2+4 2 5
88) Calcular. 1{e-20'J 0(i -4) sen(i- 4)U((- 4}
89) Evaluar 1{JO(i)cosi.coshr}
90) Sea L{F(t)} = H(s), probar que:
H(l/s)

Litn2d" u n2n@utFuyduy =y
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o1)

92)

93)

94)

95)

96)

97)

98)

99)

100)

101)

102)

Calcular L{te "J JO(u)senu.du}

Si H(t) =ei,JO(4/). Calcular L[H$)

Hallar L{t Ju{Xi)}. Rpta.
9C(sk2+ad)
Demostrar que:  L{J Qa~t(t +2c)} :Ej:; T)I A

Evaluar L{E 16" JO(5(i-4)ju(i - 4)dt}
Evaluar L{te m JO{t) eos/}
Evaluar Z§JJ 302 u(t - v)F(u)dudv} si LEFE) = H(s)

Calcular L{Ix(t)}, L{I2(t)}, L{In(t)}
Calcular L{J e AJQ() senudu}, si existe.

C*>eu In(j+1)
Demostrar que: L{le(/)} =¢{J — ~du}=---—--—-

r°° cosa In(i2+1)
Demostrar que: L{lc(t)} =L{|I du} = — -

Demostrar que: i e '(1-JQi))dt = In(l +-<2
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103) Demostrar que:

a) O u{t)dt =1 b) Fe"JO(t)ydt=£€ .
Jo Jo 2
104)  Calcular f ie~3J0(4i)dt Rpta.
Jo 125
ja(at)cosbtdt -—=== , cuando 0 < b < g, y tiene valor

cero cuando b > a.

»(DQ i
106 Demostrar que: | JUXt)dt =—
) que: J. ) N

107)  Calcular a) thJO(Xl')dt b) inJx{Xt)dt
(o] (0]
Rpta. a) 0 b) 4 -
X¢
(.00
108) Calcular J\ -u)du Rpta.  70(r) -cosi
[0]
e-‘2/4
m Calcular J'I: ueu JQau)du Rpta.
0

f7in x 135.1.,.{2n-\)Ji
110) Demostrarque: J x e dx= —

111) Calcular las integrales siguientes.

a) J sent3dt bj cosiadi

Rpta. a) — i
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112)

113)

115)

116)

117)

118)

119)

120)

121)

Demostrar que:  1(«) :2Ji x2hle*dx
o

/\
Brobar que: fruseniaw="e

JO 1+u 2

[ \\nfl\
Xm(lnx)ndx: --------------- nez+m> -1
0 (m+1)

[r(1/4)]2

Demostrar que: In(x " )dx = ---tee—20

Calcular E du,ue R, u>-1si L{Fu)} = H(s)

o I(«+1)

Calcular latransformada de Laplace

L{te~‘Jft yO(w -4)sen(M-4)i/(M2-16)du]

Calcular la integral Jf tme~d dt,m,n>0, a>0.
[0]

Rpta. --—---- Vil

na n

-1)7»!

Calcular Jf tn(\nt)ndt,nez+, m> -1 Rpta. (-1) \:jd

[0]

7 111
Calcular t dt:- Rpta. —

Jo V3-cost 2V2 4 2

f° vad n

Demostrar que: y - | E |

Jo 1+y*  2V2
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122)

123)

124)

125)

126)

127)

128)

160

Calcular f(a4-x 4)~i/6dx
Jov

Calcular f A rjr-
o (i + 1) (1-r))

o+ 3V A(1-1)

ftt/2
Jo

Calcular

Expresar
Calcular las siguientes integrales.

a) f—=====, a>0

c) 50 tg2'-1ljcifo,0<n< 1
Mostrar que:
a)

mJJA

C) fe AxVadx=
Jo

Calcular las siguientes integrales

r@ dx
a) | ,0<a<1
Jo rail + xt
Rpta. a) —_-— b)
sena”

r 4ar(3/4)
Rpta
V3
7i\Pi
Rpta. —=-
V3

sen” x ote, mediante la funcion gamma.

b) f x h-Ja2 —x 2dx ,a>0
Jo

d) jojr"_l(l- x)'mldx, nm >0

b) Jov
ry2 jp----
b) -Itg jc
Jo
Ttjl
2



129)

130)

131)

Rpta.

132)

133)

134)

135)

. 1 dx
Demostrar que si L = 1, e * AX - entonces 1X12 ~~~

Vi-x4 4
Calcular Jf7|(7-r)(i-3)l"d|'
(o]

Calcular los integrales siguientes

a b) f e*dx
) Jo  Vic Jo
2 i *

c) I (x+ 1)7e * dx d) Jfom%x dx sug.c” =

) nx) b 2
r(c+i

c) fn |,+r(, d) (ce+1)
(Lnc)cH

-L,0<*<1
Si F(t) =-L , i>0 , G(i) = mJt . Demostrar que:
Vi 0 .r<l

F(t)*G{t) =n -2 arctg (V/-1)/i(i-1)

r° ili

Calcular . Rpta.—
Joi+r6 3V3
Demostrar que: " xcosx3ax = —="T_
Jo 373T(X)
VIir(»+i
Calcular /,, = J*(l- t 2)ndt Rpta. ( )
r(w+|).
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Calcular & s-i-s Tpee- m,n> O

P(n,m)
Rpta.
2a b
Q0imd +imd
Demostrar que: . dt =20(m,n),m,n >0
Jo (i+/)mn
ri pa-l(\-p)nmx
Calcular Jg (/JJ+r)m:n" 4m.«' ft,n> O
Rpta. P(n,m)
rm(l+1)1
fi//m-"(1-ri)"-1 .
Calcular — —du,si m,n>0
Jo (a+ctiymn
Rpta. P(n,m)
anmcn(l +—)mmn
C
recimfdf  n 245.
Probar que J —=
16
t T . .
Demostrar que dt = - , O<n<1 sin usar la propiedad
Jo I+r sen(n”)
T(P)T(\-p) =—-— , 0</>< i
senpn
Demostrar que: i (-m —1) 22mH(- | )mﬁdnn\, me Z+
M 2 (2w+1)!

Pruebe que 'T&N2 =g L=
r (X)



144)

145)

146)

147)

148)

149)

150)

151)

152)

¢, Es cierto la identidad siguiente?

riu) =.

nu |

Verifiqueque f -

Calcular firum=Hi-uyml
}0 (a+p(b-a))

00

Si m > 1, demostrar que

Si I/t]< 1 .calcular |
11

Calcular Jf(‘)’°ra(H-r)*rfr

r” cosh SZaO) dd

Calcular JO ) 6)
(cos

Jo 1-i

du

2+jdn~n

si es afirmativo demuéstrelo

fl+0’

dt=T{\+p)T(\-p),\]"<\

Em

r

. 2nm/.\ |~2m

a>0

Rpta.

ap Ipn

(a+1)™1senpn

2r(a+l)r(-é-a-1)

Rpta

r(-o)

2*-Ir(a+ M )r(M -a)

Rpta<

Verifique que. 21p 1T{p)T(p+—) =-JAT(2p)

Si sen(z) sen(—2 ).. sen(
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Calcular T (E) T (E).... T (---rh---)

rpta. V" T
«
rl 1
153) Probar que 1o In(r(f))<* :Z—In(Z;r)
eUlp(l-t .
154) Si -1 <p<2,evaluar Np(z)—p dt
y Jo di+r)
Rpta. 21-3fi(2-p,p+1)
1 (L 2)mvIT

155) Mostrarque : T{-m+-) =

156) Mostrar que: T(m+-i) T(-m+")=(-1)" n, m=12...

- 1.2 4.6.8.10.12.14...
1571  Verifica ﬂue !Lr Ql—)l 550.9.13.13.17 17 8vtt
P/P~t 2
----------- dt Rpta. -n cosec(pf).ctg(pn)
o 1+i
rA dt [r(h12
159)  Verificar que: = [~
Jo sen t AVAS
(i-— v2
N Injsent\dt Rpta. In2

161) Demostrar que: T(p +\)=JInp(r*)p.,p eZ+ ,/>-»*>
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162) Probar que: IYn+—- ~*-VneZ
2 4nn\

~ °fseniju _;r
163) Demostrar que para u >0 f —————— el =—e H
Jo 1+i2 2

1 f@, tn \VARNN
164) Demostrar que:--~-__ (-5 Ydt-AZ,4— n>1
i{Qdo V7 €i*

r 1 r(«+/\-)r(n-J-)
165) Demostrar que: senx'liEc = — (- —-A-

Jo 2w r(»-¢)

r» 1 T(x-)T(2n-%-)
166) Demo&trar que:  cosxndx =— (— —-—--—-——

Jo 2n r(n-i)

Ji(P)

167) Calcular p 0(i -
Jo i

Rpta. yl(0=¢ - O (hyami
# miim+D! 2

168) Calcular 3 p" e MJQ(r- fi*)d~i paratodonenR - {0}

A
Rpta. é
169)  Demostrar que: jsen (isen26)d6=sen(")J0(-")

170) Evaluar la integral J 70 (fJ2)dfi

00

;
171)  Evaluar laintegral 3 JO(fi4)dfi

H5



foo

172) Si |/j| > 1, calcular  senxpdx usando transformada de Laplace

fl+ 1
173)  Verificar que: IJt In(T (n))dn =t\nt-t+—2[n(2n)

174)  Verificar que:

rr+n s s Y »+i\n QU
t In(r(/x))d¢e = In[i.(i+1) Jf+2) ... (i+n-1)'+ -e 2 (2n)%,
rr
175) Probarque: J y (x) = COSX
176)  Prob 3 M = 1f* A{ sen< 4>_sennn e e
) robar que: J. (i) ——J”tcos(n -1 sen <> T o e

177)  Demostrar que:
JflJle (x,y) @- x)mlym@-y)drrfy =B (m, n)Jf‘F(u) 1-u du
0 Jo 0o

178)  Si x,y gR+, calcular j j x 2m-xy 2nXdxdy, tal que

D
D ={(jt,y) e(RH)2Ix2+y2£ c2}

Ar(ffi+n+1)
179)  Demostrar que: Jy (i)seni- J y (t)cosi =
180) Demostrar que: 70 (i) :j(ly,,_i(l')-V,,+1(i)J
181)  Hallar » i Rpta. xJi (2x) +2x131{2x)
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182)

183)

184)

185)

186)

187)

188)

189)

190)

191)

' ; dJJx)
Demostrar que: d(x Jp_l(x)JIp+l(x)) =2x Jp(x)____(_j
X

Demostrar que: Jp (X) =Jp_x(x) ~P p (x)

Demostrar que: Jp(x) =- J p(x)-Jp+(x)

d\xJp(x)J jwl
PA fo -l :X\Ja){x)-\“p"'dX)l

Demostrar que:  J 3(x) = (-A—\)Ix(x ) -—J Ox)
x2 X
4 _. 2 .
Demostrar que:  J2(1) = (1— r-)7i (/)+—=J (jc)

d
Demostrar que:— (jc pJp (X)) =x pJIp+i(x)
Demostrar que: J_n(x) =(-1)"J,,(jc), VneZ
Expresar J4(ax) en funcién de JCXax)y Jx(ax)
Rpta. J4ax) = 2,0 N 2T4T
pta. ax) —(Esx—a-- &) {ax)~gr L

Demostrar que:

¢</,,«))—AJ_ PATIE 530 ) il (VM) = L 10

egas a I_e -ajS
y i >0
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(5
e) Lifer(-"j=)} =~

— , >0 f)
2vi J

192)  Calcular  (senh B)b(eoshB)adO

|
L{fer(ji))
V5+1 (VJ+1 +1])

194) Probarque: jIn(T(n))dfi =/Ini+(f+DIn(1+i)- 2i+In(2;r)-1

roe-'(I-Jo(/
195) Demostrar que ( ) d

168
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CAPITULO Il

3. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.

Mediante la definicion de transformada de Laplace se tiene: Si F:[0,+*>>-> R , es

una funcion seccionalmente continua y de orden exponencial, entonces
3L{F(t)} =f{s), ahora invertiremos el problema, es decir: dada la funcion f(s)

queremos encontrar la funcion F(t) que corresponde a esta transformada y a esta
funcién F(t) se llama la transformada inversa de f(s) y se simboliza por

L~x{/(«)}, esdecir F(I) =L 1 {/(*)}.

2
Ejemplo.-  Hallar F(t) si f(s) =
s+3

Solucion

F(t) = ZT1{/(.nN} = ZTl{;S }=2e 3 dedonde F(t) =2e~3

Ejemplo.- Hallar F(t) si f(s) = .*
s2+4
Solucioén
F(t) = ZT1{/(s)} = 1 =l Lig-i-3 =l.sen2i
2 s +4 2

de donde F(t)i=y sen2i
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3.1 Propiedades de La Transformada inversa de Laplace.

ler. Propiedad de Linealidad

Si a'y b son constantes arbitrarios y f (s), g (s) son las transformada de F (t) y G (t)
respectivamente entonces:

i"1{af(s)+bg(i)} = al~I1 {/(j)} +bL~1{g(s)} = a F(t) +b G(t)
Demostracion

Mediante la propiedad de linealidad de la transformada se tiene:

L{a F(t)+b G(t)} = aL{F(t)}+bL{G(t)} = a F(s) + b G{s)

Es decir que: af(s) +bg(s) = L{a F(t) +b G(t)}, tomando la transformada inversa se

tiene: U x{af(s) +bg(s)} =aF(t) +bG(t)=a L I{/(,)} +bL~1{g(s)}

Ejemplo.-  Si /(j):'l_+'/\ L.. Hallar F(t)
s

s +9 s-2

Solucion

m  ={f(s)} =" Ub+<r ;555 S s +9 s-2

= |'+3%en3f-3e2i

2da. Primera Propiedad de Traslacion
Si ZT1{/(s)} = F(t), entonces ZT1{f(s-a)} =eaF(t)

Demostracion
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Se conoce que: Si L{/(<)} = F{s) => L{eaF(t)} =f(s- a) de donde
edF(t) = ZT{/(s- a)} otraformaes:

> £0D
J@e dF(dt=f(s-a) = [ e Ua)lF(dt =] e 5.edF(t)dt =L{edF(t)}

por lo tanto f(s-a) =L{ealF(t)} de donde: L~I{f(s-a)} =ealF(t)

Ejemplo.- HallarF(t)si f(s)=-— ~—
(s-2)¢+9

Solucion

F(t) = L~I{f(s)) = r'{ Y=edr I{-*— }=c2 e0s3/
s +9

(s-2) +9
3era. Segunda Propiedad de Traslacion.
iF(t-a), g/g

Si L r{/(j)>:F(t), entonces L 1{e"f(s)} =iQ

Demostracion

p+CO
Como f(s) = e~aF(t)dt, entonces multiplicamos por e m
Jo
p+ao p +cd
e-“/(j) =Jo e~m.e~stF(t)dt =)o e~s(,+a)F(t)dt
Sea t+a =u=>dt =du; Cuando t=0; u-a y cuando t->+00 ; u-*+00

f+CO -+0D
s /(*)=3 e’ (HDF()dr=Jo e IU-(u-a)du

#a

:IODeSF(u-a)du = loe suF(u-a)du
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fiec fe>
:J e-mF(u-a)du=_| e-~stF(t-a)dt =L{F(t-a)}
0 Jo

4ta. Propiedad de Cambio de Escala.-
Si LTI{f(s)} =F{l), entonces L~'{f(ks)} =jF {j)

Demostracion

como /(i)=1f e sF(t)dt = f(ks)= i e kIF(t)dt
Jo »0

sea u=kt = dt=—k éonée t=|g—

#Ho f+0 2 U
[(*>-£ e-'"fW -JO .-F ,T)T

Ejemplo.- Hallar F(t) si f(s) =
jemp ®) si f(s) 95241

Solucién

Sea =
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3.2.- Transformada Inversa De Laplace De la Derivada.
Teorema.- Si L I{/()}=F@) entonces (i)} =(~\)ntnF(t)

Demostracion

como. L{tnF(n)} = (-1)"  L{F()}= <%
S

tomando la inversa a ambos miembros.

L'1{ fin)(s)} = (-\) ntnF(t)

Ejemplo.- Hallar ZT*{InIg-;\-l)}

Soluclan
como L((F(()):-f’(s) = 0 X{f'(s)}:"F{”
= L i{f(s)}=-1Li{f(s)}

Luego L x{/(D)} =-1L~>x{/’(D)}
aplicando este resultado al ejercicio dado.

Zfin(— )}=ZTi(In(i+2) - In(i+1)}

1,1 1 1 .. e- -e-2
14 a2 THETo(e7 <T)E
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3.3.  Transformada Inversa Dé 1/aplace De Las Integrales.

Teorema.- Si Zf1{/(s)} = F(f) entonces ZT1{I7(«)d«} =
Demostracion

como Z{F(N}=/(v) = Z {;‘} = f/(«)dW

de donde ai tomar la transformada inversas®tiene,

i f® F(f)

i
Ejemplo.- Calcular la transformada inversade L {I —5----5}
Satirion

Si Z{F(N}=1(s) = z{-p-} = , dedonde z_1{J7(s)di} =-pJ-

Luegosi L I{f(s)}=F(t) => L '{157(5)*} ol

ahora aplicamos este resultado al ejercicio dado.

, 1 sena/ . & di sena/

¢l a = To = ¢ (s sl 4a™M= at

3.4. Transformada Inversade Laplace de la multiplicacion por i
Teorema.- Si L l{/(i)y =F(/) y EfO)=0 entonces L I{s/ ()} =F"'(/)

Demostracion
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como L {/()} =F(/) = L{F{t)} =/ (j), de donde
L{F'{t)\ =sL{F(t)}- F(0) =sL{F(t)}, es decir:

L{F' (t)} =sf(s) entonces Z L{sf(s)} =F"(/)

Ejemplo.- Hallar L '{— —r}
1 r (i+1
Solucién
1 . v
L'{— -r}=e-‘Lx{-T}=
{(j+lf} {i5} 24
. i IV' o iv:' o ef | 4
rw *— -T T -5-'4 >

3.5. Transformada Inversa de Laplace De La Divisién por!

Teorema.- Si L~I{f(s)} =F(t) entonces 4_1{Xi£|’} —JfOF(u)du
Demostracion

como L {/(s)}=F(t) = L{F(t)} =f(s) dedonde

L{fF(u)du} =Z ifi => r i{Zp} =jV (Md«

Ejemplo.- Encontrar £ 1{-In(I+-y)}

Solucion



ZT1{In(I+é)} = {In(*2+1)-Ini2} =-

-~

I’ 18 +1-Z}

I
=— (2 [-2) T e
/( eos/-2) f

'2(1-eosu
( )rrW

3.6. Transformada Inversa De Laplace por el método de las
Fracciones Parciales.
P(s)

Las funciones racionales —2*, donde P(s) y Q(s) son polinomios en las cuales el grado

de P(s) es menor que el grado de Q(s), pueden expresar como una suma de funciones
racionales simples, aplicando el criterio de descomposicion estudiado en el caso de las
integrales de funciones racionales.

Ejemplo.-  Hallar Zr‘{(s-lg(zg-zﬂ)?ssrl)j

Solucion

lis2-2s+5 A B
-+

(i-2)(2j-1)(i+1) s-2 2j -1 j+1

A(2s- 1)(j +1) + B(s - 2)(s+1) + C(j - 2)(2s-1)
(s-2)(2j-1)(j+1)

lis2-2s+5=A(2s- )(s+I) +B(s-2)(s+ 1)+ C(s- 2)(2s- 1)
lis2-25+5 = A(2s2+s-1) +B(s2-5-2) +C(252-55+2)
Ib2-25+5 =(2A+B+2C)s2+ (A-B-5C)s-A-2B +2C
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2A+B+2C=1 A =5
A-B-5C=-2 = B=-3
- A-2B+2C =5 C=2

L~'{-----—-—— }= L-"{—- — +— }
(i-2)(2.5-1K j+1) s-2  2j-1  i+1

= 5ZT1€—_2 }- '2 I "1{5_1:21} +2L l{ﬂ- |}

-Sel 2e'/2 +2e~r

3.7. Teorema (Formula del Desarrollo de HEAVISIDE).

Sean P(s) y Q(s) polinomios en los cuales P(s) es de grado menor que el grado de Q(s).
Si Q(s) tiene n raices diferentes a,,a2,..., a,, ; entonces

Demostracion

Si el polinomio Q(s) tiene n raices diferentes a, , a2  a ,; por lo tanto de acuerdo al
método de la descomposicion de las funciones racionales se puede expresar asi:

-PE{: Ai—+ AZ— +ot Ak A

— +..+
Q(s) s-al s-a2 s~ak s~an

D)
a la ecuacion (1) multiplicamos por s - a k, es decir:

— +,,,+—-)|$s-ak) ... (2)

+ =N+t
Q(s) s-aj s-a?2 s-ak s-a
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ahora tomando limite cuando v—a k y aplicando la regla de L ’Hospital, se tienes

ak
Ak = lim (&x ak)= lim P(s)
*oxx 2(N)
s-a* 1
= lim P(s). lim lim P(s), limP(s). lim y
s->ak s~><Xk s~>ak" s~+ak {¢ \s)

£(«*) 0°(a%)
Lo Vil — 3)

reemplazando (3) en (1) se tiene:

P(s) P{ux) 1 , P{a2) 1 + +./Maw) 1
Q(s) g{ak) s-ax ff(ad)s.-a2 Q‘(an)s-a,,

tomando la transformada inversa de Laplace se tiene:

r'i 1 P{ai an 1
£2C0 ffiaAs-aAQ'{(ags-a2+ +Q((ar)1)sa,,
<
_ P(<*\) o ¢ F’(al?eaJ - TT(«»)
{?(«i) g'te) £?2'(«»)
£ j &(<*).
Ejemplo.- Calcular L {—--- 191+ 37 }

(i-2)(s+ 1)@ +3)
Solucién
Q(s) =(s-2)(s+1)(s+3)=13+2s2-55-6
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Q'(s) =3s2+4s-5 => Q'(2)=15 Q(l)=-6, "H ~ 10
P(s)=19s+37 => P(2)=75, P(-1) = 18, P(-3) = -20

" 19"+ 37 P(2) ., +_EM). +

L[ -2)G+ixi+3)i e’(2) e'(-i) g(-3)

=5e2*-3e~' -le'*

*
Observacién.-  Supongamos que /'(.r) 20) son polinomios en donde el grado P(s)
£

es menor que el grado de Q(s), pero en este caso Q(s) = 0 tiene una raiz “a” de
multiplicidad m, mientras que las otras raices bx,b2 son todas distintas entre si.

Entonces se tiene:

P(s) Ai Aj Am Bi B,,
o =N = T 4 mommmem N - . —-
) F(s) QT(sg (s-a)%+ (s-a)nZl+ * s-a +s-bx s-b,,
)] Ak = Iim—l— d k=1,2,..m

i-»a (£ - 1)! ¢y*
Entonces la transformada inversa es:

P( \ A A tm A

3.8. La Convolucioén.

a) Definicion.-  Sea F y G dos funciones continuas por tramos en cada intervalo
finito y cerrado 0 st b y de orden exponencial. La funcion
que denotaremos por F*G y que viene definidas por:

F(1) *G(1) = (F(U)G(t - u)du

recibe el nombre de convolucién de las funciones Fy G.
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Ejemplo.-  Laconvolucidnde F(t) =e' yG(t) =sent es:

e' *senr :IO e" senti - u)du :Jf(J e" (senteosu- senueost)du

:Jf e" sentcosudu-Jf e" senueostdu
0 0

S (e" cosw+e” senu) “= (e senu-e" cos«)|/n

= (

= —|sente’ cosi +sen2te’' -eoste’ sent+e' e0s2i|- —senr+cosij

:%\ef-seni-cosil

e' *senf :2—(el-seni-cosi)
3.9 Teorema De La Convolucién.

Sean F(t) y G(t) funciones continuas por tramos V t ¢ 0 y de orden exponencial,
entonces:

L{F®)*GO} = L{FM)}.L{G(1)} = f(s).9(s)

Demostraciéon

Sea f(s) =L{F{t)}= = e~saF{a)da
o(s) = L{G(0)} =1~ e-sfIF(P)dp
HINUE (jbe~saF(a)da)(\f;0e'S[_)F(pW) 2T I e-stapF (@) (1) da dp
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= i"F(a)da}"e s(@+tP)G(p)dp
Jo o]
dejando a fijo, hacemos t = a + p, dt = dp, de modo que:

/(mv)-g(.v :*l'o F{a)da.\la e~s'G(t-a)dt

En el plano ta estamos integrando sobre la regidn sombreada, como Fy G son
continua por partes V t > 0 y de orden exponencial se puede demostrar que es
posible intercambiar el orden de integracion:

/(s).g(s):jO e~*dtjaF(a)G(t-a)da
= Jroe ~ s'{JiOF(a)G(t -a)da}dt =L{F*G}

L{FO*G(®)I = LLFM}L{G(®)} = fi()-9(5)

Ejemplo.-  Calcular L{J\ eusen(i-u)du}
o]

Solucioén

Sean F(t) =e' y G(t) =sent, entonces por el teorema



Z{J eusen(t-u)du}= L{e'} L{sent}

11
-1V + 1 (y-D(j2+))

Nota: el *senr = Jf eusen(t-u)du
(o]

3.10 Teorema De Convolucion para La Transformada Inversa.

Suponiendo que L~I{/(D}=F() vy L {g(s)} = G(t).
Entonces /,“'{/m(£).g(i)} = JfOF(u)G(t-u)du =F*G

donde F*G es la convolucién de Fy G.

Demostracion
Si se prueba que Z{J F{u)G{t - u)du] =f(s).g(s) .. ()

entonces el teorema quedara demostrado,

donde L{F(t)}=f(s) y £{G(N}=9(s)

L{J\(’)f(u)G(i -u)du}= JfEOe * J«1_:0(U)G(t -u)du)dt

=f {1 e sF{u)G(t-u)dudt = lim SM, donde
Jt=0Ju=Q Af~*o

Sm=fMi e sF(u)G(t-u)dudt .. (2
m=fMI_ e SF(U)G(t-u) @)
Consideremos la region Rm sobreel cual se calcula la integral doble.
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Haciendo t=u=v =>t=u+v

ahora a laregion Rlu la transformamos en al region Ru

(El't) dudv ... (3)

sM=JJV " Fu)G(t - uydu i = JJ€ iC+)F(u)G(u) 3( "

donde el jacobiano de la transformacion es.

du du

_dul)  qu v
J(qu) d(U,V) d_ d_-[ | s

d* dv

por lo tanto: SM =jj e s(14w)F(u)G(u)dudv
Hy

ahora definiremos la funcion siguiente.

ie s(Ur)F(u)G(v) , si u+v<s,M
0 ,  Si u+tv> M

k(u,v) =
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™ fM

=JV:Ony:0k(u,v)dudv, entonces,

f 00 QO
‘JDI k(u,v)dudv= i e s(ur)F(u)G(v)dudv
Jo Jo Jo

= (j:(’) e~" F{u)du)(JI; e~svG(v)dv)
lim SM = L{F(u)}. £{G(v)} =/(s).g (i) ... (@)

como Z{‘LOF(U)G(I - u)du} :AI/!!:En - oo (0)
por lo tanto de (a) y (P) se tiene:

1)°6(%) = o,

L I{/(D).*(*)}=jV («)G (r-«)<*< =F*G
Observacion.- La convolucion de Fy G es conmutativa, es decir F*G = G*F
Ejemplo.- Calcular 1{----—---

Y Z—é/-|)(|'+4)}

Solucién
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Sea f(s)=7 ¥ g(j)=T4 de donde
L {f{s)} =e' =F{t) ¥ L I{g(s)}=  =G(1)

por lo tanto por el teorema de convolucion se tiene:

Zr{”_D i|i+4) }= J\(‘)f(u)G(i-u)du :J[O'eu.e~A(,u)du
Jo 5/0 5 5

Ejemplo.- Calcular L' {(_sSJ%ZS 7)

Solucion

L~x{( 7- )7} Ry i de donde

f{s) ‘;;4 y 9(s)=- 4,porIo tanto

r 1{/(])} =cos2/=F(/) y ZT:(gCs)}=eo0s2/ =
R S .C :}gF(u)G(t-u)du: £c032m.cos(2i- 2u)du

= | e0s2U(cosz e0sz U+ sen2t senujau

= cosh T 02 2 U du+ Senz2 1Fsen2 U.cosz «du
Jo Jo
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fcos2f sen2i.cos22f sen32t tcost sen2l
4 2 4

N2 fcos2i sen2i
w1 {(2+4)2r= 2+ 4

3.11. La Funcién Error.

A la funcidn error denotaremos por f er y es definido por:

al evaluar transformada inversas de ciertas funciones simples de s se encuentra la

funcion error por ejemplo: se conoce que ZT1{—=} =-jLr entonces por la propiedad
ws  jjtt
de traslacion.

| -4 =3=-
Vv+l  V®
ahora aplicamos el teorema de convolucion a la transformada inversa de L ’{ag----l},
—+
esdecir: L 1{-}=1=F(t) y ¢ Y-ji=} =4 = =G(1)
s -Js+l
, 1 r e r=>e~u
L {iH—-}=J1ikdu=1 i du (D
Wws+ 1 0 Ovxu

Sea u=x2 = du=2xdx =2-Judx

parau=0; x=0 yparau=t, x =-Jt
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Luego reemplazando en (1) se tiene:

, 1 [+ e~u e: : > 2 r-
L { ®-}=| =du=J -j=-2xdx =-j= e~* dx =fer(4t)
S-Js+1 0 WitU 0 V*

!
°2

N Uo7 =} =LV

3.12. La Funcién Complementaria de Error.
A la funcién complementaria de error definiremos por:

2 r -.2. 2r

fa (0 =1-fer(0 =1 1o oy e~ du

3.13. Las Integrales Del Seno y Coseno.

A las integrales del seno y coseno se definen de la siguiente manera.

r' senw

= . .:r _____ ad
t(0 JOUdu’ fc(0 g u

3.14. La Integral Exponencial.
A la integral exponencial se define de la siguiente manera:

ree u

= __ du
(0 j]f u

Observacion.- Se ha estudiado la funcion escaléon unidad y su respectiva
transformada de Laplace. Ahora expresaremos la transformada inversa
en términos de la funcién escalon unidad y los expresaremos mediante

el teorema siguiente.
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3.15. Teorema. Si L '{/()}=F(t) y ¢c>0,ysiacF(t) se le asigna valores

(no importa cuales) para-c <t <0. Entonces: Z 1{e csf ()} = F(t- c)n(t- c)

e~4*
Ejemplo.- Evaluar L *
jemp {(s_+’§?’}
Solucién
L I{ =e AL-1{\] =2fV 2 =F(t)
(s+2y sl

(5+2)3 =F0-4)Kt-4) =2(i-4)V 2~V ' ~4)

3.16. Ejercicios Desarrollados.-

1) Hallar la transformada de Laplace inversa de:
, 3¢-12
* 1 W
Solucién
rl =3X"1 }--%=L~I{~L } =3cosljlt-yjl senijlt
j +8 s +8 V2 i +8

b Zii)

Solucion
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T | 7}
S
Solucién

S~7t4 Jt < S —K « n

=ea eositt+e” sennt

d) ir4——— —1}
s +4 s -16

Solucién

L(ipi-ipia). rl(|p||-r (|pu|
sh"+4 s -16 -16

= L T R O ~|{-4— 1- - -4 - + ~|{-4 -
31 |S +4} 4L I{s4+4} 4L I{S 4.1%} 6L I{S4_176}
=3 e0s 2t -4 sen 2t - 4 cosh 4t + 6 senh 4t
e) L I1{—
(v+1)5

Solucién

Mediante la propiedad de traslacion se tiene

L~I{—= "-5}=e~"UX{"-} =e*LI{-7T—if} =e~(-—— —)=— (4i3-i4
{(|'+1)5} {55}1 >{(:S4 55} (6 24) 24( )
f) L-'{ 35+2--—-- }
4s +12,+9
Solucion
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ri{ 3j+2— }=-r I 5+2/3—}=22z,11 -1 }=2e-?
47 +12j+9 4 s +3j+9/4 4 s,+3/2 4

2) Hallar la transformada inversa de Laplace.

Solucidén
Descomponiendo en fracciones parciales.

2i-6 _ 2.v-6 _ A B C _y4(j+D(i-D+Bs(¢ —+ Ci(s+1)
si-s  y(s+D(-) s j+1 .r-1 s(i+)(r-1)

2i-6= A(s2-1) +B(s2-s) +C(s2+5)
25-6 =(A+B+C)s2+(-B+C)s-A
A+B+C= 0 A =6
-B+C=2 = B=-4

-A=-6 c=-2

2s-6 6 4 2
s3-s s J+1 J-I

z 12" 6}=¢_{6_ 4 _ 2 }=6 4g_, _2e,
S —S S w+1 s-1

by /I {-—-—-- jt--—-1%
) (| +3/Z(J +2s+ 2)
Solucion

Descomponiendo en fracciones parciales.



§2-2s+2 _ A Bs+C A(S2+2v+2) + (,2.y+ o)(t+ 3)
(s+3)(s2+25s+2) -v+3 s2+25+2 (i+3)(.r +2s+2)

§2- 2s+2=A{s2+2s+2)+B{s2+3v)+C(v+3)

s2—2s+2=(A+B)s2+(2A+3B+ C)x+2A+3C

A= —
A+B=1 5
2A+3B+C =-2 B - ’é
2A +3C =2 _
C -1
5

$2-25+2 17. 1, 12.T+8

(J+3HJ2+25+2) 5(v+3) s7s2+2s+ 27

- k | 2s+*
(j+3%(]2+21+2)} 5(s+3) 5 j2+%j+2)}
= L~ Y~ PR
5 {(.+3)} 5 {(v+l)2+l 5 (j+{'/+1}
:i7e—31 12e eost+ie sen/
5 5 5
C) i-1 25+3
(.v-D2(*+1)

Solucién

w-2j+3 _ /i +JL+ C _"(j-1)2+5(j+1)(j-1) + C(i+1)
(v+1) (wv+1) J+1 s-1 (i-1)2 (@-i-1)(5--1)2



§2-2s+2=A(s2-2s+\) +B(s2-1) + C(*+1)

=(A+B)s2+ (~2A + +A—B+C

A=5
ne5 =1 4
-2/4+C=-2 B=-—
A-B +C=2
C-i
2
(5-1)2(i + 1) 4(i+1) 4(v-l) 23-1)
IR L R R AP R TVE o
d " 13~ T

Solucion

Descomponiendo en fracciones parciales.

1 1 A Bs+C
M+a3 (v+ D(v2-as+a2) v+a s2-as+a2

A(s - as+a2)+(Bs+c)(s+a)
(s+a)(s2-as +a?2)

1= A(s2-as +a2)+B(s2+as) +C(s+a)

1=(A+B)s2+(—aA+aB+ (7)s+a2A +aC



A+B=0 3a
—A+aB+C=0 B=—
3a
a2A+aC=I
C=
3a
1, s-o0

s3+a3 3a2(s+ta) 3a2 s2-as+a?2

1 1 1 s-a
+ar):/\ (332(5"‘&): - éat (52_a5+a r)|

3_].2 6-i{1gf_g]1_'§§2 L-i{ S- 2a
a +

(-2 +T

:%a7 r IV¥+a “Aga 1”{'““'5 ------- 3 aZ}-VSé-l{ -----

1A 1 V3 V3 V3

Solucioén

L x =i E1(— 3 27 £14
452 +1 4 s2 + i 4 j2 4

4 4

22 327

"3
a,
(V_2>

®
A

+' 4

3R
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3)

V3 i t S
Y-T r*{- -}=-senT - — cos-

. S2+-
2+4

}-léllar Ir_-iE2I3+]2gz+8l+4o}
s (s +9)

Solucién

Descomponiendo en fracciones parciales.

1 1.1 1
= —{—— ;-----), entonces
$2(72+9) 9 j2 y2+9

2s3+10i2+8j+40 _ 1 2v3+10s2+8s+40 2s3+10v2+8s+40
s2+9

i2(j2+9) 9 s2

_ . 10¢+50Q,,
:i(21+ 10+,5+59--(2| +10---7¢ 9]
9 i s2 s +9

1,8 40 10j 50
+ 1
9 s s s +9 s +9

[].2s +10i +8r+40. 1 18 40 [0S
L= {m b= ¢ {-+-5-v-

S (s' +9) éc S S s +9

= (8+40i+10e0s3/+

r_i,2j3+10v2+8j+40 1
L= ! Y"Yé— J }=— (24 +120r + 30cos3i+50sen3i)
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4)

5)

Calcular L~'{*

(s-

1)2(5+3)

Solucian

Descomponiendo en fracciones parciales se tiene:

2-Vv2-9.r+19
(ir-1)2(5+3)

A
J+1

B
(v+1)2

2i1- 9v+19 = /i(52+2i- 3)+

C
J+3

A1) (j+3)+N +3)+C(j-1)2
(J-1)2(j+3)

+3)+C(i2- 25+1)

+C>2+(2/[1+ -2C)J
j4+C =2 i14="-2
-2¢,+3£+C=19 = ®mB=3
-3A+3B+C=19 C=4
2v2-9j+19 2 3
G-1 (v+3) J-1 (i-1)2 J+3
r 11 222 mofl — — ?-+— L-1+-L-}
(i-1) (+3) (i-1) J+3
=2 X"YNAF+3Z-Y— L }+44 -0
RERTAS S T S PR Y
=-2e' +3te* +4e~3
Hallar LA{— * oy 3 }

(s +2s+2)(s +27+5)

Solucion
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Descomponiendo en fracciones parciales se tiene:

2s2+2s+3 As+B Cs+D
(j2+2s+2)(i2+2j+5) i2+2i+2 {i2+2s+5

_ (As+B)(s2+2s+5) +(Cs+DXx2 +2s +2)
(s2+2s+2)(s2+2s5+5)

S2+2j+3=A(s2+2s2+5s) +B(s2+2s5+5)+ C(s3+2s2+2s) +D(s2+2s+2)

=(A+C)s3+(2A+B+2C+D)s2+(5A+2B+2C+2D)s+5B +2D

A+C=0 A=¢x
2A+B+2C+ D=1 B=2
5A+2B+2C+2D =2 7 Cc=0
5B+2D - 3 D=-
_ 1 1
(2+2jh-3 3 3
(s2+2s5+2)(s2+2s+S) s2+42s+2 s2+2s+5
2
, s2+2s+3 , 3 3
(i®2j+2) (s +2j+5) s2+2s+8 j2+42{+5

3L i(s+tD2+1i+3i 1Q(j+1)2+4}

:ie sent+ie 'sen2i

6) Calcular L' f-----1 L s }
i +13i +62i +1497+130

Solucién

196



factorizando el denominador se tiene:

j5+4s* +14.r3+62j2+ 149j+130 = (j+2Xj2-2j+13)(i2+4j+5)

§+2 12-2j+13 [2+45+5

, o1 i, A Bs+C Ds+E
L § 5 i=L* + +

; - 2 :
\y +4v +13i +62s +149j+130-

1 r_i, 218 8.v+81 226J+515
4578 s+2 (s-12+12 (j+2)2+1

———(218e~2 -e'r> { +e-21 * A
4578( {s +}12 ¢ i2+]1

=—{—(218e 21-Se' cosV2i— 7=senV [2f+226e 2 cos/+ 63e 1lsen/)
4518 VI2
7) Hallar L x{ ~  --mmeemeeee- }
V+IX *-2X *-3)
Solucion

aplicando la férmula de HEAVISIDE.
P(s) =2j2-4 y Q(s)=(s+ IXs-2Xs-3)
para Q(s) =0, setiene ot=-1, a2=2, a3=3
0(s)=s3-4i2+5+6 => 0°(i) =3i2-8i+1
, 2j2-4 P(-D)r-, +_P(2le2,+m . e»
\ s+1)(s-2)(s-3y Q'(-1) 0(2) 0(3)

2 e 1+ 4 e i, 14 elv .. e21+1e;“X
12 -3 4
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8) Calcular L{- 19? +37
(i-2)(G+1)(i +3)

Solucién

aplicando la férmula de HEAVISIDE.
P(s)= 195+ 37y Q(s) =(s-2)(s+ I)(s +3)

como Q(s) =0, entonces a:=-3, a2=-1, a3=2
Q(s) =s2+2s2-5s5-6 => Q'(s) =3s2+4s-5
g(-3) =-10, Q'{-)=-6, 0'(2) =15
P(-3)=-20, P(-I)= 18, P(2)= 75

. 197+37 }=Lx P(-3) + [>(-)) + P{2)
10 -2Xi+1)(i+3)i V(-3)(i+3) g(-DH(i+1) Q(2)(s-2)

=2e~3 - 3e~' +5e2
9) Calcular L {m

Solucién

Aplicando el teorema de convolucion se tiene:

L I{f(s).g{S)\= LF(U)G(t-u)du =F*G, donde f(s) = L{F@®)}y a(s) = L{G(t)}

_ 3= LY(— H—>-)}, donde
(i+iXi2+i) J+1 sl+1

m

g(s) = — G(l) =L {/ﬂ.';“l"l}: sent
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L1{— -, }= {F(u)G(t-u)du = f e u.sen(t-u)du
(v+D(i2+1" Jo Jo

- J]:) (sen/cosh-cosisenu)du

=senif e~aeosudu-cosi e-"senudu
Jo Jo

_—e eosH+e senu__j' _—e senu-e "cosh [/
= sen j (---------- — )j - €o0s i(--------mmmm- — ’
e 'sen/ v, 5en/ e 'cosi . cosi
(sen/-cosiyH oo (sen/ +cosi)-
2 2 “T*
e~' sen/-cosi
2. 2
e~' +seni-cosi
L X-----mm-- 5 }=

(r+h(v +12

10 Calcular | {—;---—--
) alcular _{/+1)r3

Solucién

Aplicando el teorema de convolucién.

L —5}=L I{—— - , de donde
\V/ +}1)2 ¢ V +1 r +1}

G()y=L '{~2r-} = cosi

/(S)V F(t) = L-I{-Y 1} = sen/
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L 1f&=7"—7}= fF{u)G(t - u)du = fsenu.cos(i-u)du
(s +1 Jo Jo

= J'Esen u. (eosieosu+senisenu)du

= eost f senueosudu+ sentf sen2udu
Jo Jo

sent/cosu /'

_sen2u //' ‘ u
=cosi(——)/ +senf(—
ST e I

cosisen2i iseni sen2(cosi iseni

S iseni

11) Dado a> 0 y ZT1{/(s)} = F(t), probar que: L~I{f(as)} =—F (9

Solucion

Sea *= . > L{F{kt)} =ﬁ-f(f<)

L{ St-a f {as) = F(-)"alL x{f(as)}

12) Hallar L~ {/—1 a &)rg}

Solucion
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Aplicando la propiedad siguiente.
Si. LA{f(s)) =F(t) = ! {/(*)}=-7 £*{I'(*)}
1 1 —4n

iV A DI, "4 (st +«)! C)

aplicando el teorema de convolucion

Zr'IEEHM)% =L ](s%}a? ° .l }aZ}. de donde

. , f'senau sena(f-u) ,
Tl=_ Fu)G(t-u)du = .
2 Jo Jo

a

=1 {'sen; 2V (sena/cosaM-cosirr senfl«)e/w
a2lo

=1 |senatjfsenaucosaudu-cosaijr‘sen 2aurfu]

1 sen2au _u sen2a«_ /'
Nsenaf.— cosai.e-—— /
1 ~sen3at icosai eos2ai.scnati | ,senai icosal,

=7f[ la ~ 2 + la =N ~ a 2



=—jy (sena* -at eosat) .. (3
oo

reemplazando (2) en( 1) setiene;.

- S 1

L {Eyz—;——étza} —%é(senat at eosat)
2
13) Hallar ¢ “{In( s +I )}
s(j+3)

Solucién

2 i

55+ = ¢ 1iInG2 + - Inj - In(v+3)

aplicando la propiedad siguiente.
¢ M)} =-y r /()3

Il{In(( Ig) t i +1 Is~ .b+

V2, i i,n-3
irl{ln(( }}—--(2c05| -l-ey)=

14) Calcular 6‘-‘{Ina+.|4i-g)}
s

Soluciodn
k1
L~I{In(l+— )}=¢-{Infi2+¢2)- Ini2}=- - ZTl{ y--.--}
S +k s
2- 2cos&/

= —,1[2 eos/rft 21 21250
|
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-‘i{'ln(l+§1)} 2-20}9skt

15) Calcular r 1{In(I+-ir)}
s
Solucién

ro{In(z+-v)y = r 1{In(.v3+1)3 - 3 r 1{Ins}
S

1 3.r2 1 1 2s—1 3
=1 == J-3Z,013= ~ r'1if=— +——
t {5 +1 V_} %5+ 156 ~55;+I1 S}
1] 3-2et/2cos”-t -e~r
=--(e~' +2(3"2eos—2 1-3) = ?
i

j 3-2e,/2cos~"rt-e '
¢ {In(l+ =)=

16) Calcular ¢ 1{ In(-r —r)}
S2+b2
Solucién
52+ a2 2s 25

£ Ingr—T)}—(, IIn(|2+a2) In(52+02)}—— L~x{ ————— Sj+_bj}

1 2 t-2 t
= - (2cosal-2 eosA) 2eosht -2 eosat

52 +<z2 r '2(cosAu-cosan)

i- { (- Bey= | S Rl du
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i+a)(s2+c2
17)  Calcular ¢ ’{In-& ----- ) 2\

(s+h)(s-c)2

Solucion

L' {In- +?272—1£ 1)}=¢ “{In(s+a)+In(s2+c2)-In(s+A)-2In(s-c)}
(s+A)(s-cr

t s+a s +cC s+n s-c
=- - (e +2cosci-e~ht-2ea)
e bl +2ea -e m-2 eosct
t

e &

18) Evaluar L~x{(J 4 2)

r}
Solucion

Utilizando la propiedad siguiente:
Si L x{f(s)} =F(t) = L~l{e~asf(s)} = G(t) donde

iF(i-n) para t>a

G(t) =
® 0 para t<a

“(s+2)2" v

1 oe-d \F(t-4) , f>4
(s+2)2 1 0 <4
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S+2\Z)—F(t 4).]i(t-4) =(i-4)e~2(-4)n0 -4)

| 1l-e— r2} =ii-4)e-2,-4/i(i-4)

1
19) Calcular L {=——----- i—}

j (1-e 7))
Solucién
Como ——=1I+je+x2+ .. .para |x <1
1-x

1 =l+e~X+e~4s+...+e~2,a+...
\-e~2s

! f e-2ns VE U
I -e - 2" PR s2(1-e-2") ¢ s}

«© -2i» ® _-2(«

=y F(r- 2n).fi(t- 2«), donde

«=0

Fly = ¢ Mt 3= 2 = F(r-2n) =y a2

1 v 1(i- 2n)2
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20) Hallar ~ [I{si +\ i >
Solucién

1 d a
como L (Jo{at)}= m— -  devivapda L{— &0(at)}=-~- 2, 2i32
Jsl+a2 aa (s +=

a
L{t JO{at)} =- —5-—T~vT. tomando la inversa
(G +a)

t30{at) =-a L 2123 i de donde

1 tip{at) tI\{at)
\s2+a2)m )~ a -~ a
1 t./, {at)
21) Calcular F(r) = L“1{ 3— - } yF(i2)
s cosh(2i)
Solucién
e2s+e'2s | 2 2e X

cosh2.r=
cosh2i e2s+e 25 |+e 4

(I-e~4s+e *s-e 121+..) (-nr< A
i3cosh2r M3(1+e 4i) i3

2 . (4n+2).v

=— En:o(' | ne"@'+2)5 = 2%:0( - 1)bE- S
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s cosh2v " S

J - g-(4«+2)i
F(r)=L I{- —_ =22, (-D"r - o —
(r {; Coshzj} 2, (-1) { . }
a
=~ (-1)"(f-4»-2)2|i(f-4»-2) de donde
n=0
0 sit<4n+2

E(/) = 00
“ A-D)"(T-4n-2)2 si r>4«+ 12
10

ahora F(12) =]T (-1)"(12-4«-2)2=102- 62+22 =
»=0

puesto que ™ (-1)B(12-4n-2)2 , 12>4n+2
n=0

exp(-)
22) Calcular L X{ nyu?-}
Solucién
m m
m!
exp(als) y 1 a
~ 2~t LmEn+l »
Cexp@alr) AWk ® Qml

mi '""mHn+L >



=(y 2y V.f 2m+)'; = (;)"121. (2-at)

donde /,, (i) = m‘l(W-l' 0! (?2]"#' funcion de Bessel modificada.

A i
23)  Chichiar [1gE 250G vi2))
(v+6)92

Solucién

1
2e 25enh(3+%)=le 2(—p----2—:éE ----- y=e  s-e

, 2e3 2senh(3+1i/2) .e6'-e X
r< I= i7i7N !
(1)
-2 i /v ic,-6i 112

f e~6tL U 1=e
(:?+6)92 Vv [2* T(9/2) 105V~

, 28~2senh(3+.v/2) A6e'M~N\t - D72 16e 6(2)(7-2)7/2
Pl 1 *g -706T, wsf* * -2
i 2e  2senh(3+.r/2) 12 LT02 n i2-err N2 A

=5,
(V+6) 2---—- *=® NN //(i—l)—e (i-2) W -2)1-n

24) Calcula ZrrA~}
v

Solucion
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&~V % L., entonces se tiene:

V] 0 «li"+z

W 10 w '+ nf)\/\ﬂ’(n-i—) F&01|Wﬁ(2n)|
22'n

A (-1)"(2VT7)2"  cos(2]7)

V*(2»)!  "¢J  mjit(2n)\  ~  Jfit
, € 7 cos(2vT)
- L, T 1- »

1 2
25 Calcular Zf1{ 0O(-
) {J (\PJ)}
Solucién
por definicion de la funcién JO(t) se tiene:
2 tA ,6
*/0(0 = 1-—--T + —2—2----—-2--2—T +"'
2 2 .4 2 4 6
2 22 24 26

M 4~s)~1~21s+11A25s1~22A2.62.si +”

1 2 1 11 1 1

s At f - s 's 2+22.s5~62s4+242.j5""

11 1 1 1
I 12 (2HV  (31)2s4 (41245
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N U S L (-i)"in A fenv
Y T e @ T a T T s T s

26) Calcular L I{--—---- 89+ 5--——-—-- —
(i +1(v +4i+5)(l-e )
Solucién
Ss+5 A Bs+C 3 1 | 3r+25

(i+1)(i2+4i+5) J+1 {2+4i+5 2 j+1 2 s2+4i+5

2 j+1 2 (s+2) +1

1 3(j+2)+19 3 3 .19 .
L {-—(————f --------------------- )}—-—e -—e cosi-—e seni
2vi + 2v(J+2)2+ r 2 2 2

=-y(3e~"'+3e“2 cosi+e~2 senf)

1 00
— i-r- = 1+ <T3i +e~6t+...+eins+...= y F':bs
1l e »=0
~Ir A5 HFlr 2 N F+5 X -31SI
L 7T~T'~5

(T2 ¥V BY(I6 a1 ST T IYATTS

ti 2 2S *1+4«5
o 00 3rw+3n i 00 I-j ., m \~ _3«i+6n
b=0 S 80 -5 +1

y e“+nr 1 >- - y e-2(-3"i -1{3,9+19 e- 3ij
b0 s “8=0 j2
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3.2 1
=--]Te y e2("3)[3eosi+19seniJi(i-3«)
n=0 B6

=_y X 137(=8) 2/ 3sscoss +19senr)|/i(i - 3«)

-6i
27) Hallar Z_1{ arctg(.v2 +4.V+4)}
S

Soluciodn

Sea f(s) =arctg(i2+4v+4) = f'{s)= " +"—
(r+2) +1

. N 1 , , 1 2j +4
L ER=—= LG = {esf o2

g2z
iC NV +I*” t 'u k(s2+-J2s+1)(s2—JIs+1)*

e?2 fi, As+B Cs+D
L * = + ., n
i s -v2s+:il s +V2j+l
e~2 , 1 1 1
< ¢ N A/ 1 " AV 1
*-T>+(W) (I+T> +(V?>

g2 0, L i
-y -(g2 sen(~j=t)-e 1 sen(~j=)\

e~ Nloeh! e~2

2 /

> t e t Ji
sen(-= sen(-=) senh— i
1 (\/2)( ] V2 (=) 2
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e_215en(-lj=) senh>/2

L~{arctg(.v2 + 4.V+4)} - — >

u—>o6 v2
e-6s ~e )sen(-j=-)"nh— (u-6)
L~{ , arctg(v2 +thr+4)l=

- //(«-6 Ylu

4-e~1Is
28) Calcular L [{ n y Halle el dominiode existencia de F(t).

Solucion
4_e ~bs d_e-bs ﬁ_e-bs é/l»bs ~e-_%bs*c e—3bs
i4(4+2e hs) 4 4.r4 2. 4 8
AVA(I+— )
4 s 0 - nbs M *m -fes ,,-Nbs
4» i 2" (S o»’ 2'
4. e \r(-1)n e nis e (nHu
u E — ' »

IlvM | -|4e~2w s

=4 2- ¢ }

LA(-1)\4 (J-<H )3 L(t~(n+ B3,

=327 70 A Videnh)— —— (- (»+ M1
=0
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=TT2L~TT'14(-nb)*M -nb)  (»+1)6) vjw(i-(n +1)6)1

i-
=0 ¢
y F(t) existeennb <t < (n+ 1)b
29) Demostrar que: ./,,(/) :TJf i e,w(l- w2)~12dw
Solucién

. 1 1
L1JO(O}=-
mjs2+1 Vs+7

aplicando el teorema de convolucion se tiene:
Uik w L l{sjE4 =t
Ve Vg7 = Y

Js +1 ijs+i y/s-i JO  ¢4n V*

Ji(’)‘e'(f_Z“)«_]jZ(i - u)~U2du

Sea u=tv => du=tdv,cuando u-»0 ; v—0

u—t ; v—=1

J°i0 = * Joel(,~2u)u~LR (i 2 =710 ¢*fIWiv-V2(/-v) v2dv
A o . .

00) leole [(1_2v)v _1/2(1—v)_112ilv
ahora hacemos w =1-2v => dv=- —

2

213



cuandov-» 0,w-»l ycuando v->1, w->-1

. 1fJ 1—w 1+w ,,, dw
Mi)=*>*"{— )R- yvi(-—)

12dw

ir*
30) Demostrar que: Jn(/):FJ!oCOSi/COSO)dO
Solucién

0=0, w=1I
Sea w=e0s 0 =**cuando é
[0=n, w=—

utilizando el ejercicio 28) se tiene.

Jo(0 :‘;”i'le,W\(I-w ?r Y2dw=- fV 20O -co05s20)~v2(- sen6)d0

Jfin
= on e,co*ftd0 = K—J|q[cos(/0050) +/sen(icos0)|d0

ICL j f*
=— cos(rcosO)d0+J— sen(/cos0)d0
7130 71Jo

igualando la parte real y la parte imaginaria se tiene:

JO(t) = %Eos(/cosO)dO

31) Probar que L~I{t~V2f er(s#)} =-i- arctg(-i)
Vs 7iS
Solucién
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Seconoce que: e =N 1—(1—1)-'51' ,sea x-u

n=H n'
- * / "21 -
i _y1( 1) «— “integrandodeO at.
Amma I
«0

reva, .z (2 r~ ¢ (d n~ |7
Jo « <m0 »=0 NY(2n+1))+ 0

y L (-MNn¢2 4
38V Ly Sueows 1)

2 f = 2 AN (-QVv
U(t)- ~ i e du~~2n\(2n+)

7 1J-. multiplicando por

ARy 77, 2y (-1)V
Ir( ) V&g (2'+i)»!

w 2 V1 27N (D)
=7rSp™Ni”

2y _ (D" 2y (-l)"4
"fi ):OIZ(-F])( ->ffis n=0(2n +:DI Ll{



32) {fa{lcular Tmﬁ?-ﬂ-)g—dx
Jo x2+\

Solucion

y 4
sen xt
F dx, tomando Transformada de Laplace

x2+1
L{F(t)}=Ce s,( i XSntXdx)dt = P — ( * ' senxtdt)dx
{(FO3 Jo (Jo X2 +\ ) Jo ;%H (Jo )

My f@ X 2dx
=1 — | fsenxt}dx =1 ——

JO x2+ 0 (Xt+1D)(x2+x2)

R =R Y FYY P bl Ol :§}'_~'il"arctq--arctg’\%r

j2-f 2 20 2'j+1

~sen jo/ mo1
Luego L{F(t)}=L{\ _sen) dx} =—(-—-) tomando la transformada inversa
Jo r +1 2 s+1

2 s+l 2
33) Calcular Jr: eosxzdx

Solucion

Sea F(0 = Jf:cosi* 2dx, tomando transformada
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L{F(D} = f e st({ eos(xaix)dt= JE (J1; e " eostx2dt)dx

P D o
fa{costx Ycfoc=l  —--—---—dx
Jo r2+x

sea x2=stg0 => 2xdx =s.sec2QdO

cuando x-> 0 ; 0 —»0, cuando x-> m, 6 =?
r® sdx r*/2 s2.sec2 OdO
nNOAN s2+x4 *o (;2+s2tg26)2jstg6
_ilf*/z do 1 f"2 i

=—= 1 eo0s n 0.sen —I'bGd6
2Jo ").vth 2vx 0

1 i
1 M2 vi,, 21 .1 M4 o4n
=—peos 4 0sen 4 d“dd == r— —
2-JsJo 2-Js2H - +-)
2-1T 2 2" 2.sen— 20 'V 2 2720

F(i)= * ¢-'{3-11= * 1 172=
2V 2V2 2Vv27

F(l)=f cosx2itc=—
Jo 2V 1

" Lt
3%) calcular 1 2"y
Jor 41

Solucion



Vd
* eosnxt
—2—~dx , tomando transformada

(F()]- or ! <rv»
¢ (0] Jo Jo x2+\ Jo X1+1
STttt QO mf
ree 57+ e 5 vn2

Jo (x2+1)(j2+n2*2) Jo ™ 2+I

marctgx—arctg/ =
i 27/o0 S

2(5+n)(s-n) 2(i+«)

1T Ir <
2(i+n) 2
°°cosnx Jte n
dx=m
Jo *2+1

1
35) Calcular L { p}
j-V1I

Solucién

ifc

j2+«2j2ri2-n2

-ti

2

2

2i

2(5



11 e
=e' +e \L-'{-}*L'{-j==}] =e’ +e'[I*-7=|
i Vi+l v 2ri

rn eu —
=e'+e'\ —f=du , v=v« = u=v = du=2vdv
JOJxu
u=0, v=0,u->t = v=
=< v ?]o e v2dvl =e' +«'/«m(VT)=¢e'(1 +/w(0)
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3.17. Ejercicios Propuestos.-

1) Hallar la Transformada Inversa de:
11 » |' | &
c) r,i7z b +» o> r‘(77?>
R : , 252+5.r-4
4 2) 0 L5 w9220t
i . ov—b6
R LU LA
m 5092 i 9+12
" ¢ <177777 ® r'«77¢»
Rpta. a) F(t) = 2e* - 2eT senhyi b)» F(t) =e "™ - 2e~v senhy-
senh(V5i) 4i32 . . .
c) F(t)= d) F (i) = 2cos3i+ sen3i
e) F(f):<T2—o f) F(i)y=2+e' -e~2
F(t) = 6e~' cosh-JIt-—=?~" senh-Jlt
9) (t) RV
h) F(r) =2coshi-6senhi
. 5 a, V2. 16 . WF,
i) F(t) =—e 3 cosh-yi-*-jy e 3 senh-yi
) F(t) =e 2 cosh2i + 10e_2f senh2/
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Mediante fracciones parciales, hallar la transformada inversa de Laplace.

(s“);(?-% RPa- m =J (3e'-e-")
szé.v+i) RP*«- m =‘-l+e~
, 5 +1 1 cos2i sen2/
ita T 11 Rp* -
L |1{ 2:2+1 5} Rpta. F(t) =l+e '-3/<T'
a. =l+e '-
5(5+1) P
L x{------------ } Rpta. F(t) =1-2e-1 +e'
i(i+2)((3-1)
L 1{ Ji 10 } Rpt F(t) =5 —2e
~X{-s a. =5e —2e
5-5-6 P
- =|-N ' A '
s —v RPta- F(t) =1 »e + £
i, 53+16v-214 00s2< 2 . send/
sl Gy A S| R {)/ta.----" (0= -=-ommmm- sen2in— cos4/+------
5 +2Qs +64 3 3 2
2
L
(5-2)(5-3)(52 +25 +5)
12 3 v 29 . 151 .
Rpta. F(t) = e +—e e Ccos2i+ e sen2i
\% 13 10 30 390

L1 i-r Rpta. F{t) =—e~* cosi—-senf
_{(5+|)(52+I)} P {) 2 2 2

*

Mediante la formula de Hoaviside calcular la transformada inversa de Laplace.

14— — Rpta. F(t)=3e2- e3
Z{(5+2)(5-3)3' pta. F(t)=3eZ-e



b)

c)

d)

*)

h)

1)

4)

a)

222

L X{(j _2';?(%;'[12)%;5} Rpta. F(t) =5e2-1le '-2¢e'3

z-»{ m* } Rpta. F(0=y -e2+|e3
s -6s +1lv-6

L I{ 1 } Rpta. F(t) =—(e ' +sent-cost)
(r+1)(.92 +1)
3.9+16 )
L-'{ 2 6] Rpta. F(t) —5eir -2e~2"
s°-s -
Rpta. F (i) e -1e -3

¢ oo +h4 3

rs ( 27-"'2'

i Rpta. F(t) =3e_4r- 3eo0s3/
G+4)(i +9)

Zn]{_ s-1 3 Rpta. F(t) :-ie +%e "(4cosf-3seni)
(+3)(7 ¢ +29+2)

L s2-3
Yivai-a)eszy+s?
Rpta. F(t).:_3§§___gEl____t_e___E)SZr+_9e sen2i
50 25 50 25
S 1 .
I TR } Rpta. F(t) =—senhisent
(s ~25s+2)(s +2s+2) 2

Encontrar la transformada inversa de Laplace.

-1 1 2,,.2
—5---5—"5--- ,a *b~ , ab*0
{(.9 +a )(s +b5)_}



b)

O

d)

5)

a)

6)

3)

rV o+ « 2)(*2+A2)i ' a2*b2 ' ah*°

r'{(s2+a2)(s2+b2)] ' A *b2 ' ab*°

pEY €) o SETviP et

Hallar la transformada de Laplace, mediante el teorema de convolucion.

kv R Y Y
rl{ 7(é2'|'+:'F_|])2> @ é.I{JT(jl'f"Ilj}
1 3wt
L" t77  » ' - a*h 0 L il? 7 T
t', (771> woor''wo

Hallar la transformada inversa de Laplace de:

52+'25+§ b> L~ I( 2 o r+13
----- LIf - d oy -—1
M SVIREY ) ¢ Y avia?
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r-jf

»

K)

7)

a)

@)

Q)

I"lA(J +}1)4

2s -6s+S
L (7
. 2s-ji
¢ P rsmny!
S I )
Ft 6s® 4100
R )

(s +D)(s +4i+13)

Hallar las siguientes Transformadas inversas.

i esT 4113 46

1

R -}

)

b)

d)

rI{{" ey

i 3-8 4s-24
1
s2+4 s2-16

LI — - }

r{----—--—-- r}
(i+)(.v+2)

r '(73577T<

L i — 2 }
(i+D(s +4)

' ‘{(j+%17)(.r1241-9) }

1 . 2'V -
T



8)

9)

a)

e)

9)

10)

a)

Si r'{-~"T}=-"+12, n>-1, calcular:

(mv+1)

r-i,3s-2 7
1 f~"37T1}

\Y

r-is

[

3(v2- 1)2 +41.v-1ls +(s+|)(_2-.y1/2)

Hallar la transformada inversa de Laplace.

S2+2y
(yz+2j+2)¢

i V3+8y2+22(,7+))
(y2 +6.y+10)2

. 2(y3+2.y2-y-47
L { Zy2+£y+l’3’)2 }

.y2-10.y-2S.
y3-25y

b)

i»

9-y2
. s'z,-65 +7
L I-(JI-:Z-\;-';-B“)-TI
, J3+3y2-y-3
LI 5y
(y "+2s+5)
2)3-s2-1

1 '(.-mV-M)2’

r'i [/ +1

6y +7.y+ 2)

Hallar la Traasformada inversa de Laplace de:

afﬂn;g}

L"i{In(5 3}

b)

d)

r'~tai *
2 s+l
c-(Inf-~i

yly+1

;}

M
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y+2

y(y+3)
¢V Infr)} i) r~toi”nj)}
y y+1 y sl+b
, y-1 .1 y2+a2
L (yIn(= -)+2} D ¢ {=In(cr—=n}
y+1 y y +b
(y+fe)(y-c)
Hallar la transformada inversa de Laplace de
X _arctg(y + D} b) a‘“{-sarctg(-s)}
L 1f—cos(9} d) L_1{arctg(-"-)}
y y S
L Ifarctg(y +1)} h ¢ aretg(zr}
-45 A
L~ {f——arctg(y2 +4y+4)} h) ZTY(y2 arctg(—9}
y2 v

Calcular la Transformada inversa de Laplace de:



n.)

13)

»

14)

15)

16)

17)

1 1

L i-]js=_|=} n L .'(I,—_I)vAf)
¢-{--i-—}% h) *q l..— -}
V-vVit'| W +4r+13
SRt 2 isavp ]
¢'{elr -1} D Z,{e 1M -1}

r'i (7 »~")
4v +4v+9

Hallar la transformada inversa de Laplace de:

etz na-e 200 D T (viyre)2(1-e 29)

3i+5
r{——r—— —— 1} d)
i(.r2+2i+5)(e~i +1) (i+1)(i2+4s+5)(1-e"3i)

Para a > 0. Demuéstrese que: de L 1{/(i)} = F(t) se sigue que

LA {f(as +b)}=ée~"F(é)

Dado F(t)- L x{f— -——- }. calcular F(10) Rpta. F(10) =344
s' senh(3i)
Verificar la{- = =e¢'( ="mmf,, (VO- )
1+ Vj Jnte

e -sJ7 e* 1*'

Verificar LA {— =
¢ VQ/—} Jnt
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

228

IVATT-VA, e " 21x{tl2)

Demuestre que: C {_ ¥} = -
V.v+l +V* 1
. 1 t"e~'
Demuestre que para we Z+, se tiene: T jy—ij-} = ———
’ ; 1 tme~a
Demuéstrese que para m > -1: L'{ -} =
(.v+a) T(m+1))
Halle laformula para determinar:
Hallar =
(s1- 2v+2)
Rpta. F(i) =-e~'(eost+ (t- n)senil/u,(t)
-4t i
Evaluar  L~'{---—--- r} Rpta. F(f)=-(i-4)2e 2/74V ('~4)
(s+2) 2

Si F(t) es continuaparat>0y F(t) =L {1____e_3_s_} evaluar F(2), F(s), F(7)
(1)

Rpta. F(2)=0, F(5)=2e~2, F(7)=8e 4

(I-e~25)(\-3e 25)

Si F(t) es continua parat > 0y F(t) =L { ! } evaluar

F(1), FQ), F(5)

Rpta. F()=1, FQ®)=-1, F(5)=+4

Hallar Z *{f----—--- \ } Rpta. F(t) =e~a\e &J{(bt)dt
(s+a)Js2+b 0



27)

28)

29)

30)

31)

33)

Si /I(v)=In(l+-===) calcular F(t) =L "{//(.v)}
VIi+ 2

Mostrar que para cualquier enteron > 1, a * 0.

G T e

Utilizando el resultado del ejercicio 27), para demostrar que:

Zr'{-—5—"Y_,,+}

tsentdt, niteces.
(s +a’) Jf

2 an Ja io J
Dadoc>0,s>0y F(t) = L~I{/(s)}. Pruebe que

r' =2E i-D"" - 2»c-c)C/(r- 2«c- ¢)

(cosh(ci)] -

Calcular 7~{ - }
y(i2+2s+i6)3

Rpta. F(t) =-":—j sen-yjta(t - u)Jo(Jisu)du
Vi5 J0

Calcular la transformada de Laplace: L~ £
s(as+1)(as+2)... (os+n)

Rpta. F{t):ﬁ(l-e ")
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-3.0 2El h

34) Hallar F(t)=¢ R p t a . F(0O =~
se i =4 v )=

35) Demostrar que:

LoI{- T*-"-4+— —T + [.~-}=T, " il+e ")~ (l+e")fer(Vf)+ -rfer(at
e Vier T 1evs s-Qs+a} Jnt )= Jer (v da (a2t

36) Calcular ¢“ {----- <} 37) Calcular Zz {
y- =3 Qs-a+b

) 2s* +\4s52+16
38) Calcular L {Tss-;-ij-(-l' +ZZZ| +7’Lm+eT7;+p +Z~T>

, S6+ 35+ 10i4+ 653+ 2552 +9y
39) Hallar L {~ +Jfo6 +94v4+240i2+225 }

40) Encontrar L ]{2" ~Is +14---~}
w—) (m—2)

» - 4y3+ 18y2+30i +17
41) Encontrar L~ § Y3+ 18y2+301 3
(y+2)

i3-2\2+j

42) Encontrar L {-
(y2-4i+5)(i2-2.y+5)

1 3i2-2j-1 213+5.y2+6s+ 1,
43) Encontrar L { _I tJ } 44) Hallar L {___'____' .y S 3
(j-3)(s2+1) I(J+J)-

45) Hallar L 46) Hallar T 1

. 2(j3+2s2- y-47)
47) Calcular L {— _y|+4s+13)2 }
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5$3- 6x2+27| 38

Calcular [ S ——
(i'-4.r+13)’°
s -6r+7
Calcular L {— - 7} 50) Calcular {_=: } ab>0
(v +4s+5)
Calcular L "{vZ: —dt)}

Hallar la transformada inversade Laplace L 1{ i }
s(s-a)n

Hallar L“*{ IzL 1
. 4 s-2
Hallar la transformada inversa de L~x{— ( " )}
s s +

Calcular L 1~ —3}, VAB,byc reales
s +2bs+c

, 2e3(l 2*senh(3+—)

Calcular L '"{———7} 57) Evaluar L x{---------me--- —— —}
3 +4a (x+6)

Calcular F(t) =L |f— ——
alcular F(t) {x6(l-eA5)} y F(12)

C *
Evaluar L x{’ "} 60) Calcular L x{ — }.a*b
A -Js+a +-Js+b

Calcular L x{ 10------ } 62) Calcular L x{~r— ----—--- }
s senh(c.r) s cosh(cv)



63)

65)

67)

68)

69)

71)

72)

73)

75)

77)

78)

232

Calcular L 1{"=-} 64) Evaluar L Hﬂ-}

Evaluar L~I{—-} 66) Evaluar L x{— r-—--}
v -1 se*s+1

Calcular Zf1{--------—}
(i+6)

4v3+6.2+ 14s+11
Calcular L { —-}
(55+4s4+65 +5j2+2)(1-e )2'

~u

. _evs
Calcular L { N1 70) Encontrar L { —}
(4+2e af)

Encontrar L *f———----- }
S senh(4|)

b4 - G\ABﬂ-Sv2+3lj i
Calcular L { }
(52+1)(|2+4)(|2+9)(|2 +36)

2,2 2
Calcular L~I{~ 74) Hallar ¢
yls2+a?2 s +4a
. 1 _
Encontrar I’_‘I{—= =} 76) Encontrar L~ {?- ----- _sen (GI)—}
Vid—a4 l— )
-20j
Calcular L I{—=
P +5M +147° + 625 +1497+130
2e 2cosh(5+—) 2r2-9r+19
Evaluar L~I{— —~-} 79) Evaluar L I{----—---f-——}
(s+24) (-1 (s+3)



80)

81)

c)

9)

. es(\-e's
Calcular L {--—--" -
s(s +1)

Rpta. F(t) =[j -eos (t- )] p(t- 1)-[1-cos(t-2)]p(t-2)

Demostrar que:

L'{er} =-f==¢e" b) L~ {---—-}=/,(-£=)
2-Jrtt * V4l
L {se ™ }- (a2-2f) —— d) ZH r~ i=i—
4 y*/5 Vv vA!
r i(e-4,-2V7}= 1 4)
VIl(<-4)3
) 1 ili(0
¢ ,)=-1
g-ajs
Gt = VT 59
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CAPITULO IV

APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE
LAPLACE EN LA SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES.

Las técnicas de transformada de Laplace son muy (til para resolver ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales dadas, es decir: A medida que avancemos
en su estudio observamos que dicho método transforma un problema de
Ecuaciones Diferenciales ordinarias en un problema algebraico de facil analisis, el
que una vez resuelta es llevado al problema original atravez de la transformada
inversa de Laplace.

Este proceso observaremos en el siguiente esquema.



nv
Como L{— —3}, n> 1, depende y(t) y sus n - 1derivadas calculadasent =0, la

d
dt
Transformada de Laplace es especialmente adecuada para resolver problemas de
valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales. Este caso de ecuaciones
diferenciales puede reducirse a una ecuacion algebraica en las funcion
transformada L{y(t)} = y(s), para ver esto, consideremos el problema de valor

inicial.

a,,— —+a,, . - S+ .. +a, -=-+anp=g(l
dtn dInX (LJJ glg)
v(0)=M, y' (0)=yn v/oy0 = 4 " 1}, en donde
aj, i=0,1..n,y N s°n constantes, por la linealidad de la

Transformada de Laplace podemos escribir.

d"v d"~xy dv
a”L{~drr)+(In-xL{~dF" )+"" +fll +a°’L[y] = L{8(t))

aplicando el teorema de la Transformada de Laplace
anlsnL{y)- i-A 0 )}*-2 (0)-.. (O)1+an [a- 1L{y)- s"-2.KO)-

- 1B3(0)-... ->"_2)(0)]+..+00L{>} = L{g(t)}
(ansn +a,,_iS™x+...+a,,)L{y} =an[snXy(0)+sn:iy'(0)+...+y{'-Dm +

+a,,,i (sn-1 +sm2y(0)+...+y(-2)m+...+L{g(1)}

de donde L {y} = y (s), calculando y(t) mediante la transformada inversa de
Laplace.

X0 =r Ky}

En forma similar para las ecuaciones lineales de coeficientes variables no
homogéneas.
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Ejemplo.-  Resolver las siguientes diferenciales
1 [ (iy+ay(t) =9i , y(0)=0, y'(0)=7
Solucion
Tomando Transformada de Laplace en la ecuacion diferencial
L{y”(t) +4y()} = L{9t}

L{y"{t) +AL{y{t)} = L{ot}
s2L{y(t)} -sy (0)- y’(0) + 4L{y(t)} = ‘é

2 9 9+|s2
(iz+4)L{y(D)} :J— +7= |'J

7j2+9 9.1 1, 7
s (s +4) 4 32 s +4 s +4

9 1 1 7
yO =" {4 (s-r-kg T;T.]

"

(t)-gr’ll{ L }+7r i it }g_ (1r sen2r) +
y T4 5y+4 $J+ 4 2 )
y(t) ——+ysen2’r

2) (1>2-4Z2)+4)y =2e2+cos/, y(0)=-~, y'(0) =-

Solucién

dZX--4 +ZIV = 292 +cosi
dr2 dr

236



tomando Transformada de Laplace en la ecuacion

L{"--47-+4y} = L{2e2 +cosr}
dt2  dt

s2L{y(f)}-sy(0)-y(0)-4s1{>'(/)}+4j'(0) +4:;{y(0} = L{2e2 +cos/}

s2-4s+4)L N}-— =——i- X
( LY} 25 25 25 s-2  W2+i

(s-2)2¢{v(i)}=-4_ +-ti-+n -7

myv-2 s +1 25
[i Oy = v 3.V-16_r
YOI =G TSRS T 2s(s2)
(0= U N +2s e v 8,
y (s-2)3 (V2+1K$-2)2 25(s-2)
. 22» 2;) 3 2>>___s_§_n__i
y(ry=re’z + 5 25e .
3) r/,(i)+y(i)+r>»r=0, y(0)=I, y(0)=0

Solucion

Tomando Transformada de Laplace se tiene
L{ty" (t)+y'(t) +ty(t)} =0,ds donde

L{ty" (1)} + L{y' ()} + L{ty(1)) =0
"4 (s2L{y(N} - sy(0) - / (0) +sL{y(t)}- y(0)~ ds L{y(t)) =0

- 2SL{y(N} - SZ%S¢{V(O}+JH y(t)Y-4~ L{v(t)} =0

ds
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(sl+\)'a-L{y(t)} =-sL{y(t)}
S

dL{y{t)} _sds
L{yU)} s2+1"

, inte%rando

INZL y@®Y) = -1n V2 +1 + Indt

fe
In(L{v(0J) =1 n , levantando el logaritmo
Vil +1

L{y(t)} = , tomando la inversa
Va2 +1

y(i)=k L I{ ..-=m}=k ./O(i), como y(0) = 1y JO(0)=1 entonces
4s52+1
y(0) =cJO(0) == 1l=c

y(t) =J0()

Solucion De Sistemas De Ecuaciones Diferenciales por El
método de la Transformada de Laplace.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

+ 2v+/(0

-J"’=amx +any +g(t)

con condiciones iniciales x(0) =x0, y(0)=-y0, donde x,y son las funciones
incognitas, au,an ,a2[,a2 son constantes y f(t), g(t) son funciones conocidas
tomando la Transformada de Laplace a ambas ecuaciones diferenciales del sistema

D



L A =Uaux+al2yrf(t)i
A& y M f(t)

L ${\ = L{aiyx+ally +g(t))
al

mediante las propiedades de la transformada se tiene:

vL{x) - x(0) =anL{x] +an L{y] +
sL{y}-y(0) =a2 L{x}+a2L{y) +L{g(t)}

agrupando términos se tiene:

(s-aji) L{x]- an L{y} = x, + L{f(1)}
- a2L{x) +(v- a2)L{v} =y Q+L{g(t)}

Si x0+L{f(N} y y{+L{a(t)} noson ambos cero, entonces se puede resolver el
sistema (2), mediante la regla de CRAMER, es decir:

x0+ £{/(*)} <12

-Vo+/ig0)} X«<2  (X0+ ¢{/(nN}X*~qg22)+ai2(y0+¢{9(Q})
L ) (s-au){s-a22)-ana2
<1 AR

£} =

x=L iMx0+L{f(t)})(x-a2)+al2(y0+ L{g{t)\)»
(s~auXs~a22)~al2a2l

x-<*n x0+1]/(r)}
a2 "o+ {ROY  (r-<11)(Vo + ¢{g(Q}) + <2(*0 + ¢ {/(0))
X-a. -a g (X-<*IIKx-<*22)-<*12<*21
“a gy S-a

L{y} -

= Jr-10c~ <iXVg + ¢ {g(QY) + oo + ¢ {/(0)) ]

(s- 2)(s ~ <L) ~ X2
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por lo tanto es evidente que la Transformada de Laplace, nos permite convertir un
sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas en un sistema

-de ecuaciones simultaneas. Este método puede generalizarse a sistemas de “n”
ecuaciones diferenciales de primer orden de coeficientes, dado entonces un sistema
correspondiente a “n” ecuaciones lineales simultaneas.

Ejemplo.-  Resolver el problemas con
como x(0) =1, y(0)=0,
Solucién
Tomando Transformada de Laplace, a cada ecuacion diferencial

L{x'(1)}= L{x(t)-y(t)+e")
L{y'(t)} = L{2x(t) +2y(fi+e~"}

s L{x(D\ - *(0) = L{x(} - L{y(t)} +L{e'}
*Uy’(0}- v(0) =2L{x{t)} + 3L{y(0) +Ue~"}

(s- DL{x{)}+L{y(W\=1+-L.=-1i-
j-1 s-1

- 2L{x(1)} +(s- 3)L(y()} = 71

+1
s-1
s-3
u 19s-45
(WO} =n~ 17 H------ Kmmmmmmmee
V-1 10(s+l) 10(s —4s+5)
-2 s-.3

:Il_le'r +%8e2’ eost 170f2 sent
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i-1
L, 1 i oo o |
Ly} = f+1 i+l -1 5% 41
-1 1 (i-1)(-3)+2 (i2- 1)(*2- 4i+5)
2 -3
2 8, -2 T 1

i j-ir A n A2 7 1
V* 5i+1)+i-1 5 (i-2)2+1 5 (j-2)2+1

2 8 7
y(f)=~"e '+2cr- —e2 cosi- —e2 seni

4.2. Una Ecuacién integral.

El teorema de la convolucion es Gtil para resolver otros tipos de ecuaciones en las
que aparece una funcion incégnita bajo un signo de integral. En el ejemplo
siguiente obtener f(t) resolviendo una “Ecuacion Integral” de la forma.

(0 =g(0+f ~»)dp
donde las funciones g(t) y h(t) son conocidas.
Ejemplo.-  Obtener f[t)si f(t) =3i2 - J]I)f(ft)e'~,,dn

Solucioén

Tomando Transformada de Laplace.

/(DY = ¢(312}- Ue~"> L{E firte'rd»}
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<;{/(O)=S4 .i'f'W UMe'l

EUOY =4y 3T ] U0}

d+-kne¢{lio}=4— 4,
i4 i(i+1 s3 1 i i+l
, 6 6 1

m=1L~1 }=312-t3+\2e~
S S s v+l

4.3.  Una Ecuacion Integro-Diferencial.

La segunda Ley de Kirchoffestablece que en un circuito simple conectado en serie,
la suma de las caidas de potencial a través de un inductor, de un resistor y de un
capacitador es igual a la tensidn E(t) suministrada, es decir que: caida de potencial

a través del inductor =L— caida de potencial através del resistor = Ri(t) y

caida de potencial a través del capacitor = iJf i(x)dz en donde i(t) es la corriente
cJo

y L, Ry C son constante, se deduce que la corriente en un circuito como el que se
muestra en la figura esta regida por la ecuacion Integro-diferencial.

L-+RI+- fi(tWt =E(t)
dt cJo
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Ejemplo.-  Determinar la corriente i(t) en un circuito simple L-R -C si L = 0.1 H,
R=2012, C=10 ~F,i(0) =0 y si latension aplicada E(t) es como se
muestraen la figura

Solucion

como el voltaje se anula parat > 1, entonces podemos escribir asi:

expresado en términos de la funcion escalon unidad.

E(t) = 120t - 120t ji(t-1)

243



por medio de la segunda propiedad de traslacién se puede escribir asi:
E(t)= 1201- 120 (t-1) n(X-1)-120 /i(t- 1)

ahora reemplazando los datos en la ecuacion

Lo+ Ri+C—J'!;/(I')rfI'= E(t)
017 +20/+103jV ) i/r = 120/ - 120(/ - D)e/(/ - 1)- 120//(/ - 1)

N} =1(v) == Z{Jf0 =
1(0.1— }+ 20L (i(/)}+103L{f/()dr} = 1(120/ - 1200 -1)U(t-1) -120 U(t -1}

Hu) _120 120c'1 120e

01s s+ 201(s] +1%h
s2 X2 X

multiplicando por 10 s a la ecuacion

(x+100)'/(j) = 1200(-1----‘?.;.----e~s)

1 1
I(s) = 12001 Y e ’ |
© j(i+i00)2 i(j+ic0)2 ! M%rigo)z

I,(S)\/: 12001 1/10000 1/10000 1/100 . | 1/10000e s+

s i+100 (j+100) s
/10000 1/100 . 1
i+ 100 O+ 100)2 (j + 100)2

aplicando el teorema de traslacion para la transformada inversa.
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it)="|1 -e m,A)n{t- D1- I2te 100/- 1188(i- \)e m ' Xn(t- I

4.4,

Resortes acoplados.

Supongamos que dos masas ml y m2 estan sujetas a dos resortes Ay B, de masa
insignificantes, cuyas componentes son y k2, respectivamente. A su vez, los
dos resortes estdn conectados como se muestra en la figura.

Sean x, (i) y x2(t) los desplazamientos verticales de las masas con respecto a sus

posiciones de equilibrio cuando el sistema se encuentra en movimiento, el resorte
B esta sujeto tanto a un alargamiento como a un acortamiento; por consiguiente, su
alargamiento neto es x2-x,. De este modo, por la ley Hooke resulta que los

resortes A y B ejercen sobre mj, respectivamente las iuerza

“Mi y M~2 -*i)

Si no se aplica ninguna fijerza externa al sistemay no hay fuerza de amortiguacion,
entonces la fuerza neta sobre mj es -/t,*, +k2(x2-xj) por la segunda ley de

Newton escribimos asi:
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De igual modo la llierza neta ejercida sobre la masa m2se debe solamente al

alargamiento neto de B, es decir: -k 2(x2- xX)
de esta manera resulta que

d2x2 s
di¢

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado queda descrito por el
siguiente sistema dé ecuaciones diferenciales de segundo orden simultaneas.

mid—Z)-(I =-Kxxx+K2(x2-x,)
(D)
d2x2
mz_dtz = ~k2(x2~x\)
Ejemplo.-  Resolver el sistema (1) suponiendo que kl =6, k2=4, mx=1, m2=1
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y que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades
unitarias de direcciones opuestas.

Solucién

como las masas parte de su posicion de equilibrio entonces jc,(0) =0, x2(0)=0

y como sus velocidades son unitarias y opuestas entonces xx(0) =1, x2(0) =-1
ahora reemplazando en el sistema (1)

X, (O+10x, (t)-4x2(t) =0
\-4xx(t) +xX'2(t) +4x2(t)=0

.. (0)

tomando transformada de Lapléace a cada ecuacion

| L{x™ (0 + 10x| (i) - 4x2(i)} =0

{L{x"2{t)-4xx(t) +4x2{t)} =0



Ji2L{X, (1)} -.v x, (0) - x0(0) + 10sL{xj (f)3 - 10x, (0)-41{x2(/} = o
[s2L{x2(/)} - sx2(0)- x2(0)-41{x, () }+4:{x2()}=0

(s2+\Qs)L{xI(t)}-AL{x2(N} =1
SAZ {xi(D}+ (s2+4)¢{x2(n}=-1

aplicando la regla de CRAMER se tiene:

1 -4
-1 s2+4 2

X2+ 10V -4 (s2+2)(.r2+ 12)
-4 s2+4

usando fracciones parciales podemos escribir.

s2 _ As+B Cs+D
(s2+2)(s2+12) ~ s2+2 s2+12

s2 ={As+B)(s2+12) + (Cv+ Z>)(s2 + 2)

a2 =(A+C)si +(B+D)s2+{\2A+2C)s+\2B +2D

comparando los coeficientes de s en cada miembro de la igualdad se tiene:

A+C=0 A=0
+C=
C=0
B+D =1
de donde g=-1
12A+2C =0 5
12B+2D =0
1 6

(s2+2)(x2+12) 5(i2+2) 5(s2+12)



LUAT)}=——r— + 6
5(s2+2) 5(j2+12)

S P e

1, V2 6 . Vi2
J'(,-i7rr ‘7T ?2+53ffi «775»

x\{t) = - X2 env3t+ Hoscnav'2i

xz+10 1
-4 -1 j2+6

v +105 - x2+2)(j2+12)
-4 i2+4]

siguiendo el proceso anterior, mediante fracciones parciales obtenemos.
FIx2{t)} = — 2483 315 _

Sl 3 , Vi2 JI r S r
}-—7=f-" v }= senV2f sen2V3t
5VI2 i t+12 5 10

2(0 27-
‘200 -~ —
3 (

= ¢ i
5A2 ¢ s 42
Luego la solucidn del sistema (a) es:
J2 J3
X, () - seny/lt + senl-JJt
1 10 5

x7(l) =- sen-JIt-~-sen2”it
Zw 5 10
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4.5, Redes Eléctricas.

Un sistema eléctrico (red) con mas de un circuito simple (o lazo) también da origen
a ecuaciones diferenciales simultaneas tal como se muestra en la figura.

La corriente /',(/) se divide segun las direcciones indicadas en el punto B],
llamando punto de ramificacion de la red por la primer ley de KIRCHOFF
podemos escribir.

*1(0 = *2(0 + *3(0 — 11)

ademas, también se puede aplicar la segunda ley de KIRCHOFF a cada circuito,
para el caso del circuito AjBjB2A2Aj, sumando las caidas de voltaje a través de

cada parte del circuito resulta.
E(t) =i\R\ +LX—;t- +i2R2 eee(2)
en forma similar, parael circuito AIBiCIC2B2A2Ai, obtenemos
E{t) —\R\ + L2— eee(3
{t — 3
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ahora reemplazamos (1) en (2) y (3) se obtiene dos ecuaciones de primer orden
para las corrientes i2(t) e i3(t).

-i~r~+Rj+ )h+ =E(t)

Ji <4)
12—at-+ Rli2+R\h - E(i)

con las condiciones naturales i2(0) =0, z3(0) = 0, el sistema (4) se puede resolver
mediante la Transformada de Laplace.

4.6. Problema De Entrenamiento para el alumno.

Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes
(t) e i2(t) en la red de la figura que contiene un resistor, un inductor y un

capacitador es:

LM-+Ri2=E(t)
dos *)
RC +|£—1:0
dt 1
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Ejemplo.-  Resolver el sistema (*) con las condiciones E = 60V, L = 1H, R = 500,

C=10 4F ,ydonde e i2 son inicialmente igual a cero.

Solucién

al reemplazar los datos en el sistema (*) se tiene.

— +50/2=60
A » sujeto a ij (0) =0, i2(0) = 0

50(10“4)— +i2-i, =0
dt

ahora aplicamos transformada de Laplace a cada ecuacion del sistema.

M i1f> +502(0} = ¢{60)

¢ {50(10_4) ~ ~ + [2-/j} =0

sW\ U)}~i\ (0) + 502 {/2(1)} = Y

50(10-4)s L{i2(r)Jd - 50(10-4)/2(0)+ L{i2()} - 1{ij ()} =0

i +50<;{«2(/)}:—y
- 2004 (i, ()}+ (y+200) 2(N}=0

60
S
) 0 w2 605
¢IMO} 50 | y(y+100)2
-200 r1+200|

mediante fracciones parciales se tiene
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60
55 5(s+100) (.i+100)2

80 1o v oww-eote-n
55 5(i+100) (i+100)2° 575

;&
i
L{i2()} = 0 12000
50 i(i+100)2
- 200 {4200

mediante fracciones parciales se puede escribir

120
5s 5(i+100) (i+100)2

120 .

| 6 6e-—lOO' - 120re’
51 5(i +100) (i +100)2 5 5

100/

mediante fracciones parciales se tiene

i 6 6 _  gote 10
1 5 5

/()= -Reo1m - 12070 10
2’5 5

4.7  Ejercicios Desarrollados.

1) Demostrar que la ecuacion subsidiaria de la ecuacion diferencial

y-Htf-Hy.no.tiene le Solucion W _
i +ai+A i +ai+6

Solucion
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Tomando la Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

L{y"(t)+ay'(t)+by{t)} = L{g(t))

s2y(.s)- sy(0) -y (0)+asy(s)+by(s) =R(s)

(s2+as+b)y(s) =(s+a)y(0)+y' (0) +R(s)

, o (i+f1).v(0)+Vv'(0) . R(s)

s” +as+b s +as+h
2) Resolver la ecuacion diferencial:  y''+4y =9t, y(0)=0, y'(0)=7
Solucién

Tomando la Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

L{y' *+4y} = L{9r}, de donde

i2L{y}- sy(0) - y’(0)+4L{y} = o

7s2+9 9 19 1
s2(s2+4) 4j2 4 j2+4

., 9 19 1
y=L-"§sr+7 (d “+4}

y ——1 hig sen 2/

3) Resolver la ecuacidn Diferencial
y"-3y'+2y =4t +12e-°, y(0) =6, /(0)=-1
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Solucion

Tomando la Transformada de Laplace se tiene.

L{y' -3y'+2y} = L{4t+U e *‘}

s2L{y}- 5y(0) - 3*L{y) +3y(0) +2L{y} =" - +—
$2 5+1

(s2- 39+2)L{y}- 69+ 1+18 = mmr—
S S+

2 . 4 12 69%- 13V3- 1s2+49+4
(s -3s+2)L{y] =6j-19+—y+ = Seradr
s2 5+1 92(.9+1)

694 -13.t3-7 52+ 49+ 4
L{y} =

52(v+1)(j2-35+2)

7

y = lgtr gy M A

N=3+2/+27'-2e2 43¢

Resolver la ecuacion diferencial
y -4y+5y=125f2, y(Q)=y'(0)=0
Solucién
Tomando la Transformada de Laplace se tiene.

L[y -4y'+5y] = L{\25t2}, de donde



5)

i2L{y]- 9v(0)- y' (0)- 49 L{y)+4y(0) +5L{y) ="

(s2—49+9S)L{y} = %50 , despejando L{y} se tiene

250 A B C Ds+E
9 (9 -49+g=-5 FITH T4 5249+ 5

*1259 2502 59 125 s -49+5

y(t) = 2501 ¢ w0 A 1 (.7119.24 N
. 1259 259 59 125 j2- 4945
n 4 2 1 2 2 2
= 250(—+— - e CcoSi+-—- e sen/)
125 25 10 125 125

>(/) =22 +40/ +25f2-22e2 cost +4e2 sen!)
Resolver la ecuacion diferencial dada
y7+9y =18/, y(Q =0, y(j) =0

Solucion
Tomando la Transformada de Laplace se tiene:

L{y"+9y) = Z{18f}, de donde se tiene:

s2L{y}-sy{0}-y'(0) +9L{y} = ¢{18/}

(92+9) L{y) = i9i+ /1(0) =--IVgD+ 18



jV(0)+18 A B Cs+D
N

2 2 =— 4+ Nt - Feee (1
99 +9 5 9 92+9 (1)

Hy}=

92/(0)+18 ~ S Cs+D _ ((93+99+1(92+9)+ C93+ D92
92(92+9) i 92 92+9 92(92+9)

52/ (0)+18=(A+C)93+(B+D)s2+9As+9B
comparando coeficientes de s se tiene:

A+C=0 A=0
B+D =y'(0) B=2
= (2)
9A—0 Cc=0
9.?=18 2)=r(0)-2

Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:

2 '(0)-2

Ayr=— - 0):2 , tomandola inversa
9 9 +9
9 9 +9 3

(0)-2 3 '(0)-2
como  y(—) =0=> 7r+--¥——§--2--—— sen—n :0:>y( ) =n
2 3 2 3

y(t) = 2t +Ksen 3i
6) Resolver la ecluaci(’)n diferencial dada:
y (O- 4y (0+3y()=F() ,y(0)=1,7 (0)=0
Solucién

Tomando la Transformada de Laplace se tiene:
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Uy" (t)-4y'(t) +3y(t)} = L{F(t)},<te donde
2Uy(0)-sy(0)-y (0)- 4s L{Y(t)}+4Y(0)+3-{y(t)} = L{F(1)}

(s2-4s+3) L{y(t)}~s-4 +L{F(1)}

{v(} =— r—-—-— -  tomando inversa
s +4i+3

s-4 + ., {0}
(s-3)(.v-1) '(v-3)(i-1)

V(@)= e’ -ne3 +7 f (e3' -eu)F(t-u)du

Resolver la ecuacion diferencial dada
fjic'(n- @r+)x(H+22/+Yx () =0 , x(0) =0
Solucién

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuacién dada

L{tx"'(- @ +1)x (H+22/+1)x(H}=0

4 L{x"()}+4x-L{xX\)}-Ux'WAr-LUIit)) +2:{x(N}=0
as as ds

=45 (2L (N} - 1x(0) - x1(0))+ 4 - (FIH{x(N)} - x(0)) - JLAX(N)}+%(0)



AL L{X(1)} +2L{x()} =0
- 2sL{x(t)}-s2 ds L{x{t)} +x(0) +4L{x(t)) +4S|a|§{x(t)\-5|-{x{t)}
+*(0)-4 o L{x(1)) +2L{x(1)} = O

(v2-4.V+4)— L{jc(} + (35-6) H{x{t)\ =0

(s- 2)2%'5 L{x()Y+3(s-2) L{x(1)}=O

4: W} 3 A-L{x(n)}
gl O integerando Jf_L{x(t)} ds jrs\ ) =\nk

In(L{x()}) + In(s - 2)3 = Ink

(s-2)3L{x()} =k =>L{x@®)}= *
(s-2)3

_ kt2e?

1
x(t) =k L I{— "p-} = 3x(t) , Vk *0¢ en particular si

ti
tiene la Solucién x(t) - - et

Resolver la ecuacidn diferencial
y"(t)+y(t) =Jo(t), y(0)=/(0) =0
Solucién
Tomando la Transformada de Laplace se tiene:

L{y"(t)+y(t)\ = L{JO{t)} ,de donde



12;M/)}-5v(0)-/(0) +im o} = L{jQt)}

(s2+1) L{y(t)}r= | , despejando L{x(t)}
4s2+1

L{x(t)\ =————, tomando inversa se tiene: y{t) =Z 1
(f2+1)* (s2+1)*

acuerdo al ejercicio (20) de la transformada inversa se tiene:
M)= {" -mK)=tAO

(s2+ D)%
y(t) =Ul(t)

9) Resolver la ecuacién diferencial dada por:

V(1) +ty’(t)-y(t) =0, y(0)=0,/(0) =1
Solucioén
Tomando la Transformada de Laplace se tiene:

L{y" (i) +iy'(t)-y(t)} =0, de donde:

i2L{y(1)} - sy(0)-/ (0)- ds L{y'«)}- L{y()} =0
s2L{{0} -\~ (SLy(®) - >0} - L{y{)} =0
s1L{y()}-1 - L{y(t))- s 5 Ly} - LIy{t)) =0
-stL{Y{D}+ (s2-2)L{y{0)} =\

i LT{y(tv)}-J'-Z-;--Z-LT{y(t)} = Sl ecuacidn liheal’
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Por el teorema del valor inicial se tiene;

0=y(0)=tlj[gy(t):[iﬂosy(5) :.E[E‘(s_*c' , =0

.1 e % 1 .
luego Ilrr(1D§+c. SO =0=>c =0, entonces L{y(t)} :? , tomando la inversa se

tiene:
LtKO) = ;r de donde .y(f) = Zfl{s—r} =i

myt) =t
10) Resolver la ecuacion diferencial dada
ty'’(i)+ (- 2*)/(0-2>>1)=0, y(0)=1,/ (0)=2
Solucién

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuacion dada

L{t/'(/) + (- 2t)y'(t) - 2y(t)} =0, de donde :

-idL{y"(t)) +L{y'®}+27-L{y"(D)i-2L{y(t)} =0
S ds

= (s 2D} - sy(0) - /- (0) +sL{y(®} - y(0) +2 | (sLLy(D)}- ~(0)) - 2L{y{1)} =0



-2 SL{y{t)}-SZAéI L{y(t))+\ +sL{y(t)}- \+2L{y(t)) +25-d|'-L{y(t))-2L{y(t)} =0
S S

(52-ZS)AdSL{y(t)}-sL{y(t)} =0

~L{y{t)} W
(k -+ - 0, integrando, V—V +ds+|f———9—s-- =Ink
Liy(t)i s -2s J L{y)} i s-2
In(L{v(D}) +In(s-2) =InA
In(Z{ y(h} + In( —————— , de donde : In L{y(t)} sk2 aplicando el teorema del

valor inicial se tiene: 1= _y(0) = I|my(<)— I|m sy{s)- lim kl% k , entonces

-+00 S —
L{v(/)}:—z, tomando inversa v(t) =L x{—5}=e2’, por lo tanto, la
S- s-
solucién es: y(t) —e2 .
11) Para que valores de A y B se tendrd que F(0)=1, F’(0)=3 siendo

H(S) = g2-J s~B Yy F(t)=r 1{H(s)}.
s —s

Solucién
Descomponiendo en fracciones H(s) se tiene:

s2+As-B M

H{s)=-—-- --mmomomm —— +— 7+— 7, de donde:
s -§ s s-1 s+1
M=1lims2+As =— =B=>M =B
o (S- |)(S+|) -1
+ - + A —] + A —
N =fimS2FASB IHAB_ [*A B
*»  s(s+l) 2 2
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s +As-B |-A-B
im
=i v(v-D) 2(,r+1)

Luego U(s):Eh |+AB ,1-A-B
voo2(y-1)  2(st)

F) = L LRI =+ 1A+ by of T

F(t) =B+--—-; e +--—- mmmee-
(t) 5
+ - - -
F(0)=1=B + I+A-B 1-A-B
F'(/) = e e’
F-m .3.h £ i.L + = s>A.3
. B B
Ademas 1=B+2 e 1—-—-5— =1 (verdadero), entonces
) 4-B , 2+B . :
F(i)=Bh— -—e —e para A=3y para cualquier valor de B.
13) Resolver la ecuacion diferencial dada por:

v'(t) +2y'(t) =f(t) ,y(0)=/(0) =0,donde:

158 n<t<2k
/(0 = 0si O<t<n
0si t>2n

Solucién

La funcidn F(t) es lo mismo expresado asi
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0 si O<t<n
/(0 = 1l.si n<t<2n
Osi t=>2T

Ahora la funcion fifi) expresaremos en términos de la funcion escal6n unidad.
f(t) =p(t- Jd)- n(t- 2n), de donde

-ns

EQ()) =, ademds L{y"()+2y (O} = L{F(D}

i2L{y(1)} -sy(0) - y*(0) +2sL{y(t)} -2y (0) = L{f(1))

e B_g2X
{s2+2s)L{y()} = ——— ,dedonde
~2m
L{y(t)} =—t , tomando la inversa
s {s+2)
-as »-2XS
YOS By

=\(t-tn)*e~i,-*) -\\n(t-n)-[(t-2jc)+e-I~2K)\yi(t-2ii)

y(t) =[/-n -1+e~{~m\n(t- n)-1/- 2n- 1+e~(,~2K)]/i(i - 2n)

Nota: | {—51 =i+ -1
j2(i +2)
13) Resolver la ecuacion diferencial dada por:
d2v dgl fo » *N 2
—f +4-£+4y(t) = , donde: *0)=1,/(0)=-1
dt2 dt [uu, t>2

Solucion
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2
Encontraremos la solucion para 2, L{% ?/-+4%y +4y{t)} = 0, de donde:
t t

s2L{y(t)} - iy(0) - y* (0) +4sL{y{t)} - 4*(0) +4L{y(1)} =0

(s2+4s+4)L{y(t)} = s+ 3, despejando L{y(t)}

L{y(t)} = v ahora tomando la inversa
(s+2)2

pmLlt e ve

y{t) mL ' =te +e
(y+2)

Ahora veremos la solucion para t> 2.

dzy ¢y "
L{~¢ tAdt+dy(» =Lle" >}

(T+2)21(X)}-(i +3)= i1

L{y(t)\ = +3 —h ez2 , tomando la inversa

(i+2)2 (i+2) (s+))

y(t) =L I{ (JI:E)S, +-(-é-;-2-)-(-l'-:-i-)}-e 21 +te Z.+e2(e l-e 2>-te 2)

Luego la solucidn de la ecuacion diferencial es:

jte~2 +e~2> , para t<2
A {(r+Ne~2+e~(,~2) -(i- Dc"2(") , para t>2
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14) Resolver la ecuaciéon diferencial dado por
tx"(t) +x'(t)-az2lx(t) =0, x(0) =k ,x’(0)=0,a*0
Solucion

Tomando la Transformada de Laplace

L{tx'"(t) +x"'(t)-a2tx(t)} =0= PR L{x" ()}+ L{x' (t)}+a ZES L{x(t)}=0

—(E(SZL{x(t)}- sac(0) - Jc'fO))+ sL{x(t)}- x(Q)+ aZE L{x(t)}=0

25L{X(1)}-52— L{X(O} + X(0)+sL{X(N}-jt(0) + 22— L{x()} = 0

- (s2- a2)|a L{x{t)} - sL{x(1)} =0
s

T L{X{t)} S

. ] i . )
L) s2-a2 0, integrando In(Z {x()}+—n(j2-2a2) = Inc

In-Js2-a 2L{x(t)} = Incentonces L{x{t)) =«
JJra?2

Aplicando teorema del valor inicial

lim-y > =limx(t) =x(0) = k
-Js2-a 2 >0
lim-y ° =k *>c =k
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17) Resolverpara x(t);F(t) =J*(f-u) px'(u)du ,0<p<I

Solucioén

F)="(t-uyPx'(udu=r p*jc'(i) ,o<p<i

Tomando la Transformada de Laplace

L{F(®) =L {tp ()} = L {tp)L{x' ()

si L{F(t)}=/ (,v), entonces se tiene:

f(s) = L{tpIL{xX'"()}="~11(sx(s)-xm f(s)+"~p-x{0) =

i) T (ep) |*.'O) T () L
X 0 -rI(TT/\(A{-p) +Ai>)

=TETsT T TIT>HXCO) =TT (O} >0
:'rf (t)*(“ ) +x(0) = £ fLF()*tp-1 +X(0)

X (t)y=m™ rkp?_F(t)*tp-i +x(0)

1) Resofver sistema Ble ecuacion Biferencilt & (1) +y'{t) +3x(t) = 15¢
[y (i)-4x'(i) +3v(0 = 15sen2t

con las condiciones jc(0) =35, jc’(0) =-48 , v(0)=27 ,y'(0) =-55
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Solucion

Tomando la Transformada de Laplace a cada ecuacion

L{x"()+y’(Q+3*(N} = ¢(15e~'}
L{y"(t)-4x'(t) +3y(t)} = L{15sen2i}

|s2L{x(1)} - sx{0) - x" (0) + sL{y(t)}~>-(0) + 3L{x(t)} = 15Z,{c"}
ii2L{y(t)} - .w(0)- y' (0) - 4jZ {x(F)}+4x(0) + 3L{y(t)\ = 15L{sen2i}

{s+HL{x(t)}+sHv(t)} = 35.V-21+|,—+l

-4 sL{x()} +(s2+3)L{y{t)} =lis - 19j+—30
s +4

Aplicando la regla de CRAMER se tiene:

15
35.V-21+
s+ 1

27j-19j +
V2+4 30.r 45 3 2s
m m -+ +-

s +3 s s +1 s +9 b5+1 sz+4

. _r_j,30s 45
x(ty = L {,- = 5;1 ;41

x{t) =3cosf-15sen3/+3e~"' +2co0s2i

a2+3 355-21+—
s+1

-4.9 27s-19s+"- 30 50 2 )
+ s
LIy(t)} st T
S2+3 S 1 +4

-4s 52 +3]
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, 30i 60 3 2
y(ty=L — = ek T
\W2+1 j2+1 J+1 j2+4

y(0 =30cosf-60sen/ +3e~" +sen2/

19) Resolver el sistema de ecuacion diferenciales
12X (1) +2x () +y" (1)-y (1) =3t
[ x'(1)+ x«)+y'(t) +y(t) =1

, con las condiciones x(0)=I  y(0)=3

Solucién

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuacion

2% (1) +2x(t) +y* (1) - y()} = L{3/}
L{x (1) +x()+y (1) +y (1) }=L{1}

2sL{x()} - 2x(0) +2L{x(1)} +sL{y(t)}-y(0) - L{y(t)} b

sL{x(t)} - x(0) + - VO + L{y{D} = |

2(s+HL{X()} + (5D L{y(1)} =~r +

(i +1)eWD}+( +1)IM 0} =-+4

4 + 5 s-l
12
— 4 T+
j 3+8.r2+4"+ 1 2 3
Ly = ° 3r8izeANTS .
2x+ 1) -] J2(i2+4j+3) s2 s+3  j+1

s+ 1 J+ 1

x(t)=Ux{-L-~ _+-A-}=1i-2e-3 +3e"
s+3 i+

x(t) =t-2e~i" +3e~*
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2(s+1) —j-+5

S
) P T ssiesx2-x-3 3w+2.v-3
X -
2(s+l) *-1 252(s2+ 4x +3) x2(x+ 3)
J+I s+l

ri,3v +2.i—3. r_jfl 2
Yy = ¢ CR S (S
X (s+3) *

J -v+3

([Nl

, m3
=i-f+2e~
>K{=1-/ +2e *

20) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales.

x"(t)-x(t)+Sy'(t) =t

, con las condiciones iniciales siguientes.
[/"(0- 4y(t)-2x’(t)= -2
x(0)=0, x'(0) =0,y(0)=0,/(0)=0

Solucién

Aplicando la Transformadade Laplace a cada ecuacion

L{x" (1) -x{t)+5f(t)} = L{t\
L{y"(t)-Ay(t)-2x'(t)} =L{-2}

XLIL{X(t)\ - xxi0) - x*(0) - £{x(/)}+ 5xL{y(t)}- 5y(0) =-L
s

x2L{v(t)}-rx(0) - x'(0)-4Z,{_y(N}- 2ri{x(NH} +2x(0) =

(2 ) IX(}-5SLLy (0} = -

-2xL{x(t)}-H,(s2 -4) ¢ {v(0} = - -
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Aplicando el teorema de CRAMER

7 - *
lis2-4 J + 5
xe+1 B xe(x2+hv2+d)  s2 sl
-2.9 x2-4
v —  }={/+5seni-2sen2/J
9 x +1 x +4
x(t) =-i +5seni-2sen2i
=+l -L
_2X -
ELV(} X -2s +4 1 2s
V(Y=
x +1  5x  i(+)(ir+4) 3 sz+1td
29 R-4
y(i) =L A —j—r—3}=r-2cosf +cos2i

9 9™+l IZ+4
y(t) =t-2cosi+cos2r
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

X"(1) +2jt(/)-1(i) =2/+5
() - x()+y () +y(t) =-2i-1

con las condiciones iniciales x(0) = 3, x'(0) =0, y(0) = -3

Solucién

Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuacion.



iL{x" (t)+2x(t) - y' (N} = L{2t + 5}
1L () -x () +y' () +y (1)} = L{-2t - T

[s2L{x(t)}-sx(Q)-x"(Q) +2L{x{t)}-sL{y(t)}+y(0) = L{2t + 5}
lefar(Di- *(0) - L} +sL{y{t)} - v(0)+ L{y()} = L{-2t- 1}

(s2+ 2)L\x(t)) - sL{y(t)}=-1+-+3j+ 3

s2 s

(i +1)iIWo}+(.v+i)iIMO} =-4 - -~

Aplicando la reglade CRAMER

2 s STl 3ia46i3+7j245v42
sl +2  -s s2(j3+2s2+j+2)

= Xx(t) =2 +t+e~2l +sent
igual modo se obtiene y(t) es decir.

y(0 =1-t-3e'~2 +cosr
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22)

a)

a)

274

Se conectan en sene una resistencia de R ohmios y un condensador de C
faradios con un generador de E voltios (ver figura) en t = 0 la carga del
condensador es cero. Hallar la cargay la corriente en cualquier tiempo t > 0, si.

E - EO constante b) Si E =EOe

Dado del problema

circuitoR -C Capacidad = C faradios
Resistencia = R ohmios Generador = E voltios

ent =0, Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda ley de KIRCHOFF y condicion del

. E R .
problema se tiene: RI +9 =En => d—o:-+-9-- = 9— ecuacion lineal aplicando
C dt RC
do 1 EO
transformada de Laplace se tiene: L{_dt +“F_<_C_:_Q}: L{—R }. de donde

sL{QM®}- 0(0)+  LIQ{\ =] |
(S+-¢L{Q{)} =, despejando L{Q(t)>
KC /id

L{Q(1)} =- m tomando transformada inversa.



b)

0(0 = L~I{ - — 3}
R5(5+ ) 5(5+ )

0(f) =EOC{\-e*“ RC) como /"~ |~ "+ e" RC

Datos del problema.

CircuitoR -C , Resistencia = R ohmios

Capacidad = C faradios , Generador = E voltios
parat=0 => Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda Ley de KirchofTy condiciones del
problema se tiene.

RI+8:Ene m, donde 1=

Luego R —+ — - =EQe a,dedonde
dt C

—  h——0(0 = — , ecuacion lineal aplicando transformada de Laplace

se tiene:

do(o 1

#:{0(0}- 0(0) 4 {0(0} =m £°
RC ¢{0(0} = IE){sE:a)’ . despejando L{Q(t)}

¢{0(0} = ----mmmmmm ; , tomando inversa
R(S+— )(s+a)
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Q) =1 xf--------- A =Exr A - }
RS+J-)(,+a) A (S+=)(s+a)
KC

aC

CEq , 1 1 CEo M IRC
QW)=Trc1 {irr’ e T3}=Tuc -e~ >
S+K

dQjt) EOC e-tkC A
() dt 1-RC( RC 08 *

23 Desarrollar el problema 22) para el caso en que E —EQsencat vy la carga del
condensador se a QO.

Solucién
Datos del problema
0(0) = Q0, E =EO0seno i, Resistencia= R ohmios

Capacidad = C faradios, de la condicion del problema se tiene.

¢0(0 | 1 0(j) Eosen(at
dt RC R

aplicando transformada de Laplace se tiene.

1 Eo (o
A{0(0}-0(0)+— ¢{O0(0}=R -§2+_(02

n(o

1 E
S+— =00 +— d jand
(S+ < )L{Q(1)} = 0o + S 4 Oespeiando L{Q(M®}
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24)

a)

a)

L{Q(1)} = —? + an(ﬂ , tomando inversa
5+ -—mmm (S+EE'3(32 +<a2)

Q=L &= }, de donde
St (SH+o)(24®2)
RC RC

o) =0 e-,/ pr R2C2 (seno* <aeostal)+ a>R2C5235 RC)
* " 1|+ <02/f2C2 woR2CT

‘ <OEaRC '"Br EO aR2C2eosat -’)R’C)Zsenoa
QO)= Q@RS _Rr( 5070

Un inductor de L henrys y un condensador de C faradios estan conectados en
serie con un condensador de E voltios. En t = O, la carga del condensador y la
corriente del circuito son nulos. Hallar la carga del condensador en cualquier
tiempo t > 0.

Si E =EO0 constante b) E =EOe~m a >0
Solucioén

Datos por el problema
Inductancia: L Henrys
Capacidad: C faradios

Resistencia : R =0, E =E() de la segunda ley de Kirchoif se tiene:

LEIH+1 }‘I(r)dr = V(t), de donde
dt clo

dt LC Jo L

aplicando transformada de Laplace se tiene
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Lim +- L rI(r)dr}=L{jtiL}
dt LC Jo ' XL

L) Y-1 (0 )+ L iM gL

¢{0(0} - j— <tomando la inversa
L(S2+-----)
LC
| En Eny/CL
0(0 =L X{ n(
£E(™M+-L) | M
LC’
dt L Jri
EnJCL c t

Q(t) =-EO0C.cos( * )+k paraQ(0)=0
VRC

entonces 0=-EnC+k => k =EOC

- Q(t) =EOC

0(0 —£0C(1+ cos( )



b) Datos del problema

Resistencia: R = 0 ; Inductancia: L Henrys

Capacidad : C faradios , E =EQe~at,a >0, parat=0, Q(0) =0, 1(0) =0, por
la segunda ley de Kirchoff se tiene:

di¢t) 1f
L— +-cll(r)dr =E»e

1 En m
Q"{t)+w Q(t) =T e

aplicando transformada de Laplace

WiO+J2QO0O)} =L{"-e-m), de donde

(s2+JoHQM} T (s+E;)  despejando L{Q(1)}

o)} - A , tomando inversa
L(S+a)(S2+— )

EO 1 EO , A Bs+D
gw -Tr j .om > f |
(S+aXi *j¢i)

de donde efectuando operaciones se tiene

A ¢ 'Te

25) Desarrollar el problema 24) si E(t) es E0S(t) donde 8(t) es la funcion Delta De
Diroc.

Solucion
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De las condiciones del problema se tiene.

Ldi~l +1 fij(r)dr =E , luego
dt cJo'() g

dt LC Db L

aplicando transformada de Laplace se tiene.

,dlI{t) N ) G EOS(t)”
Ltir * T ¢ k 1(r)dr,- Lt~ i r i

(s +_I:\C_S)|_{1{t)}:'\ﬂ'-, despejando L{I(t)}

EQs ,
L{I{t)} = ~----mmmm- - — , tomando inversa

En , S En t

[(I)=T L {~~T73}=~1 cos(7T1c)
S +LC

, integrando

como ---- - I(t) =—0-cos(
. VZc
Q(t) :—L 4.LC sen&-:L:C-) +k,paraQ(0) =0 k=0
QtO.EoJfsent-~
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26) Un inductor de 3 Henrys esta en serie con una resistencia de 3 ohmios y una
f.e.m. de 150 voltios, suponiendo que es t = 0, la corriente es Cero, halle la

corriente en cualquier tiempo t > 0.

Solucién

Datos del problema.
Inductancia : 3 henrys, Resistencia : 30 ohmios,

t=0,1(0) =0, f.e.m.: 150 voltios

E(t)

L "d![+ RI(t) = £, de donde

+f 1(t) =7 ’aP*cark* transformada

L{~ 1+ —I(t)} =L{—i, de donde
{Glt I_()} {L

SL{I(t)}-1(0)+£-L{I(t)} =-£-
L Lu

G +_L/;$1)I(/(/)} = La , despejando L(I(t)}
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27)

282

A

. E E B v .
E{I()i = = (—+-— 5-), tomando inversa
T§s+—) ~ 5 54l
U i
m =271 ("1+-®-)}=£ (i- )
| vV s+R. R

como E = 150, R =30, L = 3 se tiene

Resolver el problema 26) si la f.e.m. es 150 sen 20t
Solucién
Datos del problema: f.e.m. = 150 sen 20t
Inductancia = 3 Henrys ; Resistencia = 30 ohmios

su ecuacion correspondiente es:

L"dt A+RI(t) = E, de donde

di() R

. E
[(i)=—,a Iicando transformada
o ML=

L{—ét—+fl(i)} = L{T)’ entonces
sL{I(t)}- /(O)+)GI{/(|’)} = L{— XlTM }. despejando L{I(t)}

L{I{t)} = ——-- , tomando la inversa
@i +T)(j 2+400)



7(i) = 1000ZT1{ }=2e~m +2sen201- 2e0s201
(i +T)(j 2 +400)

1(1) = 2e-10' +2sen20/-2 e0s20/

28) Hallar la corriente I(t) que fluye en el circuito de la figura mostrada, si se aplica
una onda cuadrada con voltaje de altura VO. Se supone que el circuito no esta

perturbado antes de aplicar la onda cuadrada.

Solucién

La ecuacion del circuito es:
L.r(t) +RI(t)+x\'I(r)dr =V(t)
CJo

del circuito L =0 y aplicamos la transformada
L{RI(t)+-\'I(r)dr) = L{V(1)}

cJo
*£{/(O}+El'_r J{/(0) =W« (Ua(0 - Ub(t)\

i
1 p~as _ p~bs

(s+-L-)L{Ht)} = vO(--mmmmmzmmmmm- )
aC
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Z2{/()} = 2 , tomando la inversa
1?2(*+—
( rtC)

m ~kL{5_+ s+ r=

RC RC

W )*yle~~uA ‘)-e-*ub(t)]

0 0<t <a
1(0_ v ie~*% >a<i<g
b R
o] I~a S
y -e uq, t>b
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4.8

1

a)

b)

c)

d)

9)

Ejercicios y Problemas Propuestos.-

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

NN+ 4— +4x =4e~2 , x(0)=-1 , x'(0)=4
dt2 dt

Rpta. X(t) = e~2t(2t2+2t-1)

AN-f£+x =6cos2t , x(0)=3 x'(0)=1
i (0) 0)

Rpta. X(t)=5e0st-sent-2 eos 2t

y”(0-y(t)=5sen21 , y(0)=0, / (0)=1

Rpta. Yy(t) = 3 senhx - sen 2t
y"(t)-2y'(t) +2y(t) =2cos2i-4sen2i , y(0)=0 , /(0) =1

Rpta. Yy(t)=-eos2t+eost-sent

NV(0-i/(0+y (0 =i, yO)y=i, y'(0)=2
Rpta. y(t) = 1+ 2t
ty" () +(-1-t)y’()+2y(t) =t-1 , y(0)=0, y’(0) =1

Rpta. y(t)=t

iL-Z.-E1L-2y =18e-' sen3r ,y(0) =0, y’(0)=3
dt; dt

Rpta. Yy =1lel -3e~"' -e~" sen2t +e~r cos3<
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h) NN~y +4 ’\d-t4y =-3e'+4e2" , y(Q=O, /(0)25 , /'(O):3

o dt dtl
S T
pta. v= - osd + end + -0+ + --£)-
2) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
d 2y d2y dy 4
a) 7T +2-72"-H -f-12y =5, y0)=y’(0)=y"(@©)=0
dr dt dt
b) t2y "(t)-2y(t) -2 Rpta. y=-\-ct2

c) y"(r)+2’y'{t)~4y{t)=6 : y(0=y'(Q=0
Rpta. y =3t2

d) y"(t)~$ty'(t)+l6y(t)=3. y(0=y'(Q=0

?
Rpta. y =—/

e) y”(r)-4iy'(0+4y(0=0, y(0) =0, Y'(G=]0
Rpta. y::I.Ol

f) 1z +412 +5’\dt+2/:i0cosr ,y(Q:O, y'(Q:O, y"(0:3

dr dtl

Rpta. y=-e 2t+2e ‘- 2te '-cosi+2senf
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)

h)

3)

a)

b>

d)

—r-+y =e 2sent , y(0)=y'(0)=0
dtl

Rpta. y :gl(sent- eost) + 6;32 (sent + eost)

£7-27-8y =0, y(0)=3, /(0)=6
dt2

Rpta. Yy = 2e4r +e~2

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales,

1% (f) - (41 -1)* (1) +2(2r+ Dx(1) =0 si x(0) =0

Rpta. * (,)¥t%&2

2
xS AWy 0 yoy=1, 1(0)-1
dr dx

Rpta. y(0) =*yo(x)
tx"(t)+x'(t)-a2tx(t) =0 , x(0)- k . x(0)=0 . a#0

Rpta. Xx(t) =cl0(at)
Resolver para V(t), si j’OV’(t)V(t -u)du = 24f4, Vv(0)mO

Rpta. V(i) =+12t2

tx"(t) +3x'(t) +tx(t) =0 si x(0) :? Rpta. x(t) = —t"



f) t2/'(t) +(2t2+t)y'0)+(2t2 +t-1)y(t) =0, siy(0)=0, y'(0) =%
Rpta. y(t)=e~'Jj(t)

9) [ " (t)-61°(/)+12/(0- 8y(/) =/V ' +1,y(0)=1, y’©)=-1 . y"{0)=2

Rpta. t)=6 1 +e2r(-~— +-— —+)+e2-3té~2A+5tle~It
pta. y(D=6 =% "5 3%

h)  t2V7(t) +tV' () +(t12-)V(t) =0 , V(I)=2

27, (D)
Rpta. K(i) = —
J,(D)
4) Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

a) y"(t) +4t(t) =9t , y(0)=0, [ (0)= 7
Rpta. y(r) = o +E sen2r

b) y7(1)-3y'(t)+2y(t) =4t +12e-* , y(0)=6, /(0) =-1

Rpta. y(t) =3+2t+2e-‘-2e2 +3¢°

c) y"(t)-4y'(t)+5y(t) =125/2 , y(0)=y'(0)=0

Rpta. Yy =22+40/+25/2+2e2 (2sen/-11 eosi)

d) y"(t) +yU) =8cosi , y(0) =1, y’(0)=-I

Rpta. vy (i) =cosi-senf+4/seni
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9)

h)

D

i)

K)

D

5)

y"(1)-3y’(t) +2y(i) = 4el

Rpta. y(t) =cxel +4te2 +c2e' donde cx=y'(0)-.y(0)-4,
c2=2y(0)-/(0)+4

y"(O)+9y(t)=m , y(0)=0, y(-[)=0

Rpta. y(t)- 2t+ resen 3t

y"(t) +4y =F(t) , y(0)=0, /(0)=1

0<i<1
donde F(t)
i>1
epn2i 1 B
Rpta. y(t) =— — +—cos(2f-2)-cos2i], parat> 1

y"(t9+4y(t) =F() , y(0) =0, y'(0)=1 si F()=U(t-2)

Rpta. y(0=—  +~(cos(/-2)-1) sit>2

x'(t) +3x(t)=e~2 , x(0)=0 Rpta. x(t)=e~2-e¢ %
x"(/)-x(t) =cosi-sent , x(0) =0 Rpta. x(t) = sent

x'() +x(i) =2seni ,x(0) =0 Rpta. x(t) =e~*-cos/ +seni
2x'(t) +6x(t) =te 3 , x(0) =-~ Rpta. x(t)= —— e *

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales.

x"(t)+x(t) =2e" , x(0)=1 , x'(0)=2 Rpta. x(t) =e' +sent
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b)

d)

e)

f)

6)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

290

x’(1)-3x(t) =3i3+3/2+2/+ 1, x(0)=-1 Rpta. -1-1t-t3~"ev

=0 +20(N=4fi-je-z X0 =2, x(O)=

Rpta. x(t) =2 -t(2t+1)e-2
v 56

/ ,(0-3/(0 +2>'(/)=/(r) , y(0)=/(0)=0, ftt)=U (t-1)

Rpta.  y(t) =Y e+ Hu(t-)

i/'(r) +(1-20y(0-27(0 =0 , y(0)=1, /(0)=2
Rpta. y(t)-e 2

ty"(t) +(t-1)y"(t)-y(t) =0 ,y(0)=5, /(0)-O

Rpta. y(t) =5e~*

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

["(0 +6/'()+12/(0+8y(r)=0.y(0)=4 , /(O)=-12 , /'(0)=34
y () +2y’(i) +5y(t) =e "seni, y(0)=0, y'(0)=1

y '-3y'+2y'=4/+e3 , y(0)=1 , y'(0)=-1

y"(0-3y(o+3y(0o-"(0 =0, y(0)=i,y«»=-iy(0)=-i

y(/) +2y(0 +5y) =e-'sen/ , y(0)=0, y(0) =1

y .(N-3y()-4y(H+izy (/) =i2y y(0)=4 , y(0)=2, y(0) =i8



7)

b)

.C)

dj

e)

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
x(t - u)x(u)du =2x(t9- senpt , p*0 Rpta.x(t) =J\(pt)
a

Si L{F®} = H(s), resolver para x(t) laecuacion diferencial
x"(t) +6x'(t) + 7x(t) = F(t) sujetoa x(0) =x'(0) =0

Rpta.  x(i) = F(t) *-=-senh(V2 t)
V2

y"(t) +y(t) =F(t) , donde y(0)=0, .y'(0)=0

3n
0 , t<m
é
3ji 5n
F(t) = eost , --J-'-<t<____
2 2
5n
0o , t>

Rpta. y(t) =—(eost.sen2t- sent- eos21+sent-2t eos/)
X (U (tu)du =x'(1)-x(t) si x'(0) =x'(0) =0
Rpta. Xx(t) =t——

81 eucos2(t-u)x(uydu =e'(x'(t) +x(1))-1 ., x(0) =0
Rpta. x(t) =j-4te'-je~2

yU(t) +2/(t)+2y(t) =" , y(0)=0, /(0) =1

e’ e’
Rpta. y(t) =~ ~ + (3sen/- eosi)
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h)

8)

10)

11)

292

y'"V)-3y'" (0 +3y'(t)-y(t) =t2e' , y(0)=I , y(@0)=0, y"(0)=-2

t t i,re
Reta. {/-ef’-te 2e+ -----

y" (O+y"()+4y'()+4y(t) =-2 , y(0)=0, /(0) =1, y*(0) =-I

Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de
Laplace. y{t) +ay'(t)+ fiy(t) =0dondea =6, P=9, y(0)=0, y'(0) =0

Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de
Laplace. y”(t)+a y'(t) +Py(t) = Q(t) donde a=-1 , P=-2 , y(0)=0 ,

/(0) =0, Q(t) =e'+e~2

Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de
Laplace.

F(t)y"(t) +R(t)y'(t) +S(t)y(t) =Q(t), donde y(0) =0, /(O ), F(t) =4f2,
S(r) = (i2+1)2, Q(t) = 0.

Resolver la siguiente ecuacion diferencial mediante Transformada de Laplace.

Rpta. y(t):(Ie2 -e°~)+-)EF(i-1)

Resolver la ecuacion diferencial dado por

ty"(t) +2/(t) +ty(t) =0, y(0+)=1.y(n)=0

Rpta. y(t) =



13) Resolver la ecuacidn diferencial

/' (0-4/7(0+5y(t) =V(t), y(0)=1 , / (0)=1

e eost , 0<t<2n

donde V(t) = )
0 , t>2it

Rpta. Yy(t) =e2 eost-e2 sent+-e 7SCn<-~ -(t-2n)sent.U(t-2n)

14) Utilizando Transformada de Laplace resolver la ecuacion diferencial
t , t<1
y’+2y +7y(t) =f(t), donde /(i) = (2-r), I£/;2
0o, t>2

sujeto a la condicion inicial y(0) = 1

15) Resolver la ecuacion y(t) =4sent- 2]~ («) sen(t- u)du
Rpta. Yy(t)=~ seny/Jt
16) Resolver el problema siguiente de valor inicial

y () + 2y(t) +jry(u)du =/(/) j y(0)= 1 dondef es dado por el gréafico.

Hpta. Yy(t) =-2te~1+1+2[ie'(_1D)- \U- 1)+1(1- /) (D +\U{t-2)
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Resolver el siguiente problema de valor inicial.

y" (0 +4y(f) =sent-U (t-2a).sén(f-2n) , ~0) =/(0) =0

Rpta. y(t) = E(-senZi +2seni)+ i6(sen2|'-25en|')C/(|'-2’\)

Resolver la ecuacién diferencial

x"(r)-2x'(/)+5jc(r)s=e"2%4cos3r + 18sen3r) , x(0)=2 , x'(0)=-1I

Resolver la ecuacion diferencial
x" (t)+n2x(t) =aseapt, x(0) = I,jt'(0) = 3 n,p constantes positivos, n*p

Resolver la ecuacion diferencial.

ty"(t) +y'(t) +ty(t) =0 sujeto a las condiciones iniciales y(0) = 1,
/(0) =0

Resolver la ecuacion diferencial
tx"'(t) +x'(t)+41x(t) =0, con las condiciones iniciales x(0) =3, jc'(0) =0

Calcular  L{JX/)} vy usando el resultado obtenido, resolver la ecuacién
diferencial x"(t) +x(t) = Jx(t) si x(0)=1, x'(0)=4 donde L{x(t)} = x(s)

Resolver la ecuacion diferencial

12y"U) +ty'(t) +(t2- Dy(f)-—0, siy(0) =0, /(O) « I

Resolver ~x"'(u)x"(t-u)du =24ti si x(0) =x'(0) =x"(0) =0



25) Resolver la ecuacion diferencial
tv (t) +(t-1)V'(t)-V(t) =0 si V(0)=5y V(o0)=0

26) Resolver la ecuaciéon x"(t) +2x’(t) +x(t) = F(t) , *(0) =x(0) =0 si F(t)
esta dado por el grafico adjunto.

28) X"(t) +2x'(t) +1x(t) =1t2+e2 vsnlt , x(0) =x’(Q =0

29) x"(t) +3x'(t) =1-2U(i-2Jt) , x(n)=0, x'(n)=-1

30) x"(t)-x"(t) =H(t) , x(0)=1, x'(0) =0 si H(t) esta dado por el siguiente
grafico.
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31) tx" (1) +(2t +Hx'(t) +{t+x{t) =e"'* si x(0) =1
32)  ty"{t) +y'(t) +ty(t) =0, y(0)=1, /(O) =0
33) X" (t)+(2/- 3)x"(I)+2x(t) =0 si x(0)=1,x'(0)=3

34) x" (i) + 1x' {t) +x(t)=0 , t>0, sujeto a las condiciones iniciales x(0) = 1,
x'(0)=0

35) x"(r) +3x'(i) =1-2U 2(t) sujeto alas condiciones x(n) =1 x'(7r) = -I

36) (t-12) /" (/)+2y (/) +2y{t) =6t , si y(0) =y(2) =

37) t2y"(t) +t(I-t)y’(t)-(1 +3t)y(t) =0sujeto a la condicién  y(0) =1,
/(0) =4

38) Resolver la ecuacion diferencial
0 si 0<x<

][I sen3x si x>n y(0)=1, /(0) =1

y7+4y =f(x) si /(*) =

Rpta.
1(x) = cos2x HE2 —1[1 -c0s2(x-n)\U(x - n)+(___§_e_r_1_3__é_>g___r2_ h—osen3 (x- n)YJ{/x n)
39) Hallar la funcién y = f(x) tal que:
f(x) = 2Jf/ (u) cos(x- u)du =e*
0
Rpta. 'y -C—z(-j-—?:z(—--xe X =coshx - xe X
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40)

a)

b)

Resolver las ecuaciones diferenciales.
y"-y =-1 euu2du , y(0)=y (0)=0

_e x3 9 2 21 45)” ery*

Rpta. | (
a.  v==1"° x4+l Iy
’? 4 4 8 16

0 , 0</<n

y+2y'+2y = f(t) donde /(/) = e~‘eos/ , n<t<2n
0 , t>2n

Rpta.

y =e '[y(O)cos/+(y(0)+y(O))sen/J+p— (/-n)U(t-n)-\— (t- 2z)sentfJ(t-2n)

c)

d)

X ! je 1008 , 0<t <71
vy + 385 (0 dt-f(t) donde /(/) =\
y 42y + 2y (D8t (1) =", YO
Rpta.
(/sen/- sen/+/eos/) , 0<t<n

o
-N-(/sen/-sen/ +cos/\H——[(/-7r)(cos/-sen/) +sen/] , t>n

y “4y+5y =/(/), yo =i y’(0)=1 donde
e2 sen/ , 0< /[ <2ji
1) = 0 , t>2n
2 .t % ~sen/
e cosi-e senf+e —— , 0<t<n
Rpta.
e2 cost-e2 sent+ne2nsen/ , [>2jt
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41)

b)

d)

€)

298

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales.

O3 () -y (D) +2y(t) =14/ +3 i
X’(1)-3x(t)+y’(t) = 1 C¥(0)=0, /(0) =865
/ 3/
X(t)=2 T — _e_*
Rpta. 2 2
Y(t)=lt+5-e‘+2_e~2‘

2X'(t) +2x(t) +y'(t)-y(t) =3/

X'(t) +x(t)+y' () +y(t) =1’ x(0)=1, y(0)=3

ix(t) =t +3e~' -2e~ir

fy(i) =1-r +2iT3

x"(f)+2x(i)-/(/) =2i+5
x'(O-*()+/(0+;KO0 =-2<-i
\x{t) =t+2 +e 2L+ seni

Rpta.
ly(iy=1-i-3e 2 -cosi

A (t)-2x(t)-y " (t)-y(t) =6e*
[2x' (1) - 3x(t) +y" (1) - 3y(t) = 6e3

» x(0)=3,y(0)=0

ix()=(1+21y +2e3

Rp
ly(f) =(1-/)e'-e3
ax +y =3¢t
! L x(0)=1 , y(0)=2
— +jc-4y =1
it J y

, X(0)=3,x(Q =0, y(0)=-3



x(t) =3e 2/ ——e5 e 3+-
40 5

Rpta. 8
{t’)~EI2+ 68 X <T3 1
P 2 40 8 10
— +— -x-y =e' , x(0)=2
a Y ©
"o+n-+2x+y =et, y(0) =
at at
X =8sent+2cosi
Rpta.
y:-133eni+cosi )
d’x .dx  d
@ S Y=o
8) t | t oo , x(0)=0 , y(0)=-1, x'(0) =0
WY oy 4y =0
dt dt
(x=2e*-e2 -1
Rpta.
{y=e" -2

jy'+y+2z'+3z =e~'

h , y(0)=0 , z(0)=1
) [By'-y+4r'+z=0
y=5e' -3e~' -2e~2
Rpta. 2, 2e~
z=e +— -e
42) Resolver el sistema de ecuacién diferencial

\ty(t) +z(t) +tz'(t) =(t-1)e-"

\y'(t)-z(t) =e-,
2(0) = -1

sujeta a las condiciones iniciales:

y(0) = 1,
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43) Resolver el sistema de la ecuacién diferencial

i2x'(1)-3y'(t) =2¢' , x(0) =2
ix'(t)-2y'(t) =0 , yO)=1

Rpta. x(0=4e'-2 , y(0=2¢"-1

44) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial

(x'(t) +x(0+2y(0 =0 . X(0)=1
13x(i) + 27 () +y(r) =0 , y(0)=2

Rpt,. +
45) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.

npEY e Jf0) =1

No=8x-r o, y(0) =1
at

46) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.

dx .
- =x-2y , jr(0)=—4
at

% =Sx- , 0)=2
A y y(0)
Rpta. X=-3e0s3r- —35€n3|' , y=20053is§n3i
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47) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.

2— +— -2x =1
dt

ot , x(0)=0

—+ —3x—3y—2 , y0)=0
i y y(0)

Rpta. x=-2e3,+je2,-j , y=|e3

48) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.
A2 x.y =0 , x(0)=0 , x(0)=-2
dt
IV yx =0, y(©=0, /(0)-I
dt

Rpta. X=—— V2senij2t , y =-i-+"--j2 senV2t
2 4 2 4

49) Resolver el sistema de la ecuacidon diferencial.
d&idw
dt2 dt2
d2x d2y
dt2 dt2

2 r -, ’
= - iii+il
Reta. x= o b 3l + 41
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50) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.

’\-£+3—+3\7/:0 , X(0)=0, x(Q =2

dt2 dt

d 2x

-or+iy-" m WO0)-0

Rpta X:—I +t+1l-e -t , V:_l+_1e +—lt€‘
Vv 2 3 3 3

51) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial.

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las
corrientes i2(t) e i3(t) de la red mostrada en la Figura, es

L\M-+ Rj2+Rii = E(1)
L2'\d-t+ Ri2+Ri3=E{t)

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si R = 5£2, Lx=0.01//, L2 =0.0125H ,E
= 100V, i2(0)=0 e 13(0) =0.

c) Determine el valor en amperes (A) de la corriente /, (t).
Rt i .~ 100, 9, _80 80, %0 . _ ) gz
g 2 g 9 9 9 7=
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51)

a)

b)

Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las
corrientes i2(t) e i3(t) de lared mostrada en la figuraes,

L+xL+LEL+Rih =£())
dt dt
di', di-l

RU Gt dt

1
&i"~0

Resuelva el sistema de la parte (a) si Rx=10Q,
[120, 0</<2

EO=% 52

Determine la corriente i, (f) en amperes (A).

LX=\H, C - 02 F,
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APENDICE

DERIVADAS ELEMENTALES

1) y*f(x) :c:>&d-X:r(x)-o
2) y =kf(x)=c=>¢ =kf'(x)
dx
3) y =/(x)xg(x)=i>-" =/ "(x)xg(x)
dx
4) y =f(x) =xn=>" =f"(x) =nxn-X
dx

5) y =1(*)*9(x) :>"dX:/ (x).g(x)+/(*). g'(x)

Ao T _dy g(X)-f'(X)-fgx)-g'(X).

6) = -
g(x)  dx g(x)

7) y- (fx))N=£ =« ([« rl(*)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y SUS
INVERSAS

1) y =sen(/(x)) = > =cos(/(x))./” (x)
2) y=cos(/(x)) => -dy- =-sen(/(x))./'(x)
X

3) " =1g(/(0)) =7 =sec2(/(x))./' ()
X
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5) y=sec(/(x)) = —jy: sec(/(x)).tg(/(X))./ ’(x)
X

6) y1 cosec(f(x)) :>—j¥: -cosec(/(x)).ctg(/ '(x)).f"(x)
X

X fr(x)
7) y=are.sen(/ (x)) =>— =
dx -J\-f2(x)
d -
8) v=are.cos(/(x)) S :(X:):
dx yijl-f2(x)
d ’
9) y = are. tg(/ (X)) => _y: f }g_)_(_)____
iIx 1+f~(x)
dy  -f'(x)
10 zare.ctg(/(X)) =>— =— A v
) g 9l ))dx M+ (x)
dy 1'(x)

11) y-arc.sec(f(x))
dx  \f(x)\xjf2(x)-

d
12) v = arc.cosec(/ (x)) => —v: e e
dx  \MFOO)\iI]f2(x)-1

DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

_ _ dy _Iog,,e ‘
1) y=log,, (/ (x)) —>(K = /(x)“f (x), a#0,1
dy f'(x)

2 =In(/ =2 = X!
) y =In(/(x)) >dx )



3) y=a /<°">:>—gy: a/<j(>.Ln a.f (x)
X

N W)

()
i ™)

H o y=

5) y=(/(x)*u) Ao g ) (I(x»*U)-,. /(x> + (/(x)) ) In (/(x)) .9 (x)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS
INVERSAS

d
1) y =senh(/(x)) :>d—y:cosh(/(x))./'(x)
X
dy
2) y - cosh(/(x)) :>d— =senh(/(x))./’(x)
X
3) y = tgh(/(x)) :>d— =seck2(/(x))./'(x)
X
4) y = ctgh(/(x)) :>d— =-cosech2(f(x)).f'(x)
X
5) y =secl/i(/(x)) =>?/ =-secA(/(x)).tgh(/(x))./,(x)
X
6) y =coseh(f(x))=> ?[ =-cosé>e/t(/(x)).etgh(/(x))../'(**)
X
7) y = are.senh(/(x)) :>d—y:| ')
X (x)+\
d +/
8) y = are.cosh(/(x)) =:>—y:l /1(x)
dx JP (X)-1
9) y = are. tgh(/ (x)) :>dl = :—{——’—(;)— -, -<fx)<1
dx  1-/ (x)
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dy  f'(x)
10) y =are.ctgh(f(x)) =>— = - . (fx>)> 1
dx 1-f (x)

dy +f'(x)
11) y =are.sech{f(x)) -v - - . —
dx JU)V>-/'<-*)

dy -f'(x)
12) y = are.eosech(f(x)) =>— ==
dx \f(x™1+f 2{x)

TABLA DE INTEGRALES

1) adx =ax +c 2) *  jkf(x)dx =kjf(x)dx
d(f(x)) =f(x) +c

3
ZD (f(x)xg(x))dx =jf(x)dx=zj g(x)dx
5
7

X t "
ndx:-x- ------ e, n*-Il 6) I undu= --U--j--he, mt-|
n+\ i n+1
du a J w
+c euwdu —e*““+c
9) a‘du = -—- +c, a>0, a*l
Ina
du 1 u u-a
10) 2---2 = —arctg—+ ¢ 11) f-~ -T =7-Ln +C
a +u a a Ju -a 2a u+a

u+a du u
12 Ln +C J = arc.sen +c
’ Ja -u 2a ]3 =

u-a Va2- m a
149 J d“ =Lnu+ylu2+a +c ]5 | * = Lnu+\b® -a? +c
yfu2+a V«2-« 2
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senudu =-cosk +c¢ 20) Jcosmi/k = sentt + ¢
tg udu =-Ln\cosu 22, j ctgudu = Lrtjsen l\+¢

sec udu = Lnjsec utjtgm+ ¢ 24) ] eosecudu = L«|cosecu- cigu+c

seczudu =tgu+ c 26) Iéosec'tlj\du = -ctgmtc

secti tgu du=secu+c 28) J"eosecu.ctgudu = - eosecu+t ¢
senh udu =cosh u+c 30) | coshudu = senhu+c

tgh udu = Lnjcosh u\+ ¢ 32) J ¢ tgh udu —Ltijsechu\ +c¢

sec h2udu =tghu+c 34) J eosech2udu =—tghu+c

sec hu. tghudu = - sechu+ c 36) J eosech u.ctghudu =- eosechu+c

e sentbulldu = ¢ ﬂ.@?.@.n_g_tzux)-icxos(bu)) ‘e
a +

el cos(buydu = eftl B-25RYF b;en{b_ u) e
a +



10.

11.

12.

13.

14.
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